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したがって，求めるグラフは右の図の実線部分のよう
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 解説
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�[ �
OLPI � 
[  I � 
�

　よって，関数�I � 
[ �は�[ ��で連続である。

�

�

I � 
[

[2

���　この関数のグラフは右図のようになり，[ ��で

　切れている。

　　　　　　
�[ �
OLPI � 
[  �，I � 
�  �

　ゆえに　　
�[ �
OLPI � 
[ 
I � 
�

　よって，関数�I � 
[ �は�[ ��で不連続である。

[2

��

�

I � 
[

S

�
�

S

�

���　�
S

�
�[�

S

�
，[
��とすると

　　　　　　��FRV[��

　よって　　� �FRV[  �

　ゆえに　　
�[ �
OLP � �FRV[  �

　また　　　I � 
�  � ��  �

　よって　　
�[ �
OLPI � 
[ 
I � 
�

　したがって，関数�I � 
[ �は�[ ��で不連続である。

５

S　D 
�

�

 解説

　　　　　
�� FRV�[

�[
 � 
�� FRV�[ � 
�� FRV�[

�[ �� 
�� FRV�[
 

�� �FRV �[
�[ �� 
�� FRV�[

 
�VLQ �[

�[ �� 
�� FRV�[

よって　　
�[ �
OLPI � 
[  

�[ �
OLP� �･

�

� �
VLQ�[

�[

��

�� FRV�[
 �� ･

�

�
 
�

�
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また　　　I � 
�  D

I � 
[ �が�[ ��において連続であるとき，
�[ �
OLPI � 
[  I � 
� �であるから　　D 

�

�

６

S　D �，E ��

 解説

>�@　���[���のとき　　���I � 
[  
���� � D �[ E[

�� �
 D �[ �E[

>�@　[���，��[�のとき　I � 
[  
�Q 

OLP

����
�

[

D
��Q �[

E
��Q �[

��
�
�Q[

 ��
�

[

>�@　[ ��のとき　　I � 
�  
�D E

�

>�@　[ ���のとき　I � 
��  
��� D E

�

I � 
[ �は�[���，���[��，��[�で，それぞれ連続であるから，I � 
[ �がすべての実数�

[�で連続であるための条件は，I � 
[ �が�[ ���で連続であることである。

よって　　
�[ ��� �
OLP I � 
[  

�[ ��� �
OLP I � 
[  I � 
�� 　かつ　

�[ �� �
OLP I � 
[  

�[ �� �
OLP I � 
[  I � 
�

ゆえに　　� D�E 
��� D E

�
　かつ　D�E � 

�D E

�

これを解いて　　D �，E ��

１

S　D �，E ��，極限値��
��

�

 解説

�[ �
OLP

�( ��� �[ �FRV�[ � 
�D E[
�[

 3 �とおく。

�[ �
OLP �[  ��であるから，3�が有限の値となるためには

　　　　　
�[ �
OLP � ��( ��� �[ �FRV�[ � 
�D E[  �

よって，( �� � �D ���すなわち��D ��であることが必要である。

このとき　3 
�[ �
OLP

�( ��� �[ �FRV�[ � 
�� E[
�[

 
�[ �
OLP

���� �[ �FRV�[ �
� 
�� E[

�[ � 
��( ��� �[ �FRV�[ � E[

　　　��　　� 
�[ �
OLP

�� �E � ･�
�E �

[
･�
�� FRV�[

�[

��( ��� �[ �FRV�[ � E[
���……①

ここで　　
�[ �
OLP � ���( ��� �[ �FRV�[ � E[  ( �� � �� �

�[ �
OLP

�� FRV�[
�[

 
�[ �
OLP  
� �VLQ [

�[ �[ �
OLP�

�

� �
VLQ[

[
 ��であることに注意すると，3�が有限の

値となるための条件は�
�[ �
OLP

�E �

[
�が有限の値に収束することで，E ���である。

このとき，①�から　3 
��� �

� 
�� � ･� �

�
 �

��

�

以上から　D �，E ��，極限値��
��

�

２

S　���　� 
W( �� �VLQ W ，� 　　���　��，
W

VLQ W �
�� �VLQ W �
�( �� �VLQ W

　　　���　点���，��

 解説

���　W!��であるから　　24 23 ( ��W �
� 
WVLQ W  W( �� �VLQ W

　よって　　4�� 
W( �� �VLQ W ，�

���　直線�34�の方程式�\ 
WVLQ W

�W W( �� �VLQ W
�[ 
�W( �� �VLQ W �において，[ ��とすると

　　　　\ 
� �W VLQ W( �� �VLQ W

W� 
�� ( �� �VLQ W
 
� �W VLQ W( �� �VLQ W � 
�� ( �� �VLQ W

W� ��� � 
�� �VLQ W

　　　　�� 
W

VLQ W �
�� �VLQ W 
�( �� �VLQ W

　よって　　5���，
W

VLQ W �
�� �VLQ W �
�( �� �VLQ W

���　点�3�が原点�2�に限りなく近づくとき，W ���であり

　　　　
�W ��
OLP

W

VLQ W �
�� �VLQ W 
�( �� �VLQ W  �･���� 
��  �

　したがって，点�5�は点���，���に近づく。

３

S　���　略　　���　
�

S

 解説

���　K 
S
�Q ��
�とおくと　　 QD  WDQK， �Q �D  WDQ� �･

�

�

S
�Q ��
 WDQ

K

�

　WDQK WDQ� �･�
K

�
 

�WDQ
K

�

�� �WDQ
K

�

�であるから　　 QD  
� �Q �D

�� �
�Q �D

　逆数をとって　　
�

QD
 
�� �

�Q �D

� �Q �D
　　　　ゆえに　　

�

QD
 

�

� �Q �D
�

�Q �D

�

　よって　　
�Q �D

�
 

�

� �Q �D
�
�

QD
　すなわち　 �Q �D  

�

�Q �D
�
�

QD

���　 Q6  
 N �

Q

&
�
N�
WDQ

S
�N ��
�とおくと，����から

　　　　　 Q6  
 N �

Q

&
�
N�

ND  
 N �

Q

&
�
N�

ND �
�

�
�D  

 N �

Q

&
�
N� �
�

ND ��
�

�N �D
�
�

�
�D

　　　　　　 
 N �

Q

& � ��
�
N� ND

�
�N �� �N �D

�
�

�
�D  �

�
Q� QD ��

�

� �D
�
�

�
�D

　　　　　　 
�

Q� WDQ
S
�Q ��

�
�

�WDQ
S
��

�
�

�
WDQ

S
��

　　　　　　 

FRV
S
�Q ��

Q� VLQ
S
�Q ��

�
�

�
�
�

�
 

･
S
�Q ��

�

S
FRV

S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

　Q� �
�のとき�
S
�Q ��
� ���であるから　　

�Q 

OLP

S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

 �

　よって　　
 Q �




&
�
Q�
WDQ

S
�Q ��
 

�Q 

OLP Q6  �･

�

S
･� 

�

S

４

S　���　N�は偶数である　　���　略

 解説

���　  
 Q �




& � ���Q �
� 
FRV[ ��Q N �

� 
FRV[ � ��� N
� 
FRV[

 Q �




&
�Q �

� 
FRV[

　初項� �� N
� 
FRV[ ，公比�FRV[ �の無限等比級数だから，収束する条件は

　　　　　　　　　　　  �� N
� 
FRV[ ��または� ��� �FRV[ �

　 ��� �FRV[ ��であるから，  FRV[ ���のとき�  �� N
� 
FRV[ ��となる条件は，N�が偶

　数であることである．P

���　 
FRV[ ��のとき．

　 
[ ��で�  I � 
[  � 
�� NFRV [
 N �




&
�Q �FRV [  

�� NFRV [

�� FRV[
���� FRV[ ……

�N �FRV [

　よって　  
�[ �
OLPI � 
[ !N �

　一方　  I � 
� �　　　ゆえに　 

�[ �
OLPI � 
[ I � 
�

　よって，  [ ��において�I � 
[ �は連続でない．

５

S　���　>略@　　���　>略@　　���　�
�

�

 解説
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���　  \  ����[ �D[ � 
�D � [ � ����[ �[ � [� 
�[ � D�から任意の�D�に対して

　  \ ���[ �[ ���  [� 
�[ � ��が成り立つ．したがって������������������を通る．

���　  I � 
[ ����[ �D[ � 
�D � [ ��より�  I � � 
[ ���� �[ �D[ D �

　  I � � 
[ ��の判別式を�'�とすると�  
'

�
 ���D �D � !�

�

� ��D
�

�

��

�
��で

　  \ I � 
[ �は極大値と極小値をもつ．ここで�  
�[ 

OLPI � 
[ 
， !I � 
�� �， �I � 
� ��

　  
�[ �

OLP I � 
[ �
�であるから�  I � 
[ ��は���つの異なる実数解をもつ．

���　  ���� �[ �D[ D � ��を解くと�  [
��D ( ���D �D �

�

　  [ � 
D
��D ( ���D �D �

�
�から

　  
�D 

OLP[ � 
D  

�D 

OLP

��D ( ���D �D �

� �D 

OLP

���D �

�� 
�( ���D �D � D

  
�D 

OLP

��D �

�( ���D �D � D
 

�D 

OLP

���
�

D

�) ���
�

D

�
�D
�

�
�

�

１

S　�

 解説

　
�

�
( �Q � 
��

( �Q � �
(Q

 
�

�
�Q � ��

�
�

� 
�Q �
�
�Q

 
��

�
�

� 
�Q �
�
�

� 
�Q �
�
�Q

�
�Q

�
�Q � ��

�
�

� 
�Q �
�
�Q � ���

�
�

� 
�Q �
�
�

� 
�Q �
�
�Q

�
�Q

 
��

�
�

� 
�Q �
�
�

� 
�Q �
�
�Q

�
�Q

�
�Q � ��� 
�Q � Q

 ��

�
�

� 
�Q �
�
�Q

�
�

� 
�Q �
�
�Q

�

 ��
�
�

� ���
�

Q

�
�

� ���
�

Q
�

よって　　� 
与式  
�Q 

OLP � ���

�
�

� ���
�

Q

�
�

� ���
�

Q
�  ��� � � �

２

S　���　  �D �，  �D ��，  �D ��　　���　  QD Q� 
�Q � 　　���　�

 解説

���　  �� 
��Q �D QD �� 
��Q �D QD �から

　　　　　  �����Q �D �� 
�QD � �Q �D �
QD � QD �

　ゆえに　  �Q �D ��QD � ( �� QD �

　また，  �D �， !�Q �D QD �であるから

　　　　　  �Q �D ��QD � ( �� QD � �……�①

　よって　  �D �，  �D ��，  �D ��

���　  �D  � ･� �，  �D  � �･�，  �D  �� �･�，  �D  �� �･��であるから，  QD Q� 
�Q �

　と推測できる．これを数学的帰納法で証明する．

　>�@　  Q ��のとき　  �D ��で成り立つ．

　>�@　  Q N�のとき　  ND N� 
�N � �と仮定すると

　　①�から　  �N �D ��N� 
�N � � ( ��N� 
�N � �

 ��N� 
�N � � � 
��N �

 � 
�N � � 
�N �

　　となり，  Q �N ��のときも成り立つ．

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して，  QD Q� 
�Q � �が成り立つ．

���　  
�Q 

OLP � 
�( �Q �D ( QD

�Q 

OLP � ��(� 
�Q � � 
�Q � (Q� 
�Q �

 
�Q 

OLP � �( �Q � � 
�( �Q � (Q

　　　　　　　　　　　� 
�Q 

OLP � ��( �Q �

�

�( �Q � (Q

  
�Q 

OLP

�) ��
�

Q

�) ��
�

Q
�

�

３

S　���　 QD  
Q� 　　���　 Q7  

Q�

�
　　���　

�

��

 解説

[�

�\

2 W

&：\ �[

6� 
W

���　6 � 
W  ' �
W
�[ G[ 

�

�
�W

　6 � 
�Q �D  �6 � 
QD �から　　
�

�
�

�Q �D  �･
�

�
�

QD

　よって　 �
�Q �D  � �

QD

　ゆえに

　　 �
�Q �D �� �

QD  �
�Q �D � �

� 
� QD

　　　　　　　�� � �Q �D 
�� QD �
�

�Q �D �� �Q �D QD 
�� �
QD

　　　　　　　�� �

　 �Q �D ! QD !��であるから　　 �Q �D  � QD ���Q �，�，�，……�

　数列�� �QD �は，初項� �D  �，公比���の等比数列であるから　　 QD  �･
�Q ��  Q�

���　&：\ �[ �について，\ � �[�から，&�上の点�� 
QD ， �
QD �における接線の方程式は

　　　��������\� �
QD  � QD �[ 
� QD 　　　　ゆえに　　\ � QD [� �

QD

[�

�\

2

Q7

QD

�Q �D

&

�
QD

　よって

　　 Q7  ' QD

�Q �D

� ���[ � 
�� QD [ �
QD G[  ' QD

�Q �D
�

� 
�[ QD G[

　　　� 
QD

�Q �D

� �
�

� 
�[ QD

�
 

�
� 
��Q �D QD

�
 

�
� 
�� QD QD

�

　　　� 
�

QD

�
 

�
� 


Q�

�
 

Q�

�

���　 Q8  
 N �

Q

& N7  
 N �

Q

&

N�

�
 
�

�
･
�Q� �

�� �
 

��Q �� �

��

　よって　
�Q �8
�

QD
 

�Q� �

��
･
�
�

� 

Q�
 
�

��
･
�Q� �
Q�
 
�

�� �� ��
�
�Q ��

　ゆえに　
�Q 

OLP

�Q �8
�

QD
 
�

��

４

S　���　略　　���　略　　���　��(�

 解説

���　I � 
[  [�より　　( ��[ �  [

　よって　　[��　かつ　�[�� �[

　�[�� �[ �を解くと　　[ ��(� 　　　　[���より　　[ ��(�

　よって　　D ��(�

　すべての自然数�Q�に対して， QD !D�……�①��が成り立つことを数学的帰納法を用いて

　証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　　　　　　 �D  � ���!��(�  D

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，①�が成り立つと仮定すると�

　　　　　　　 ND !D�

　　I � 
[ �は単調に増加する関数であるから， ND !D �より　　　I � 
ND !I � 
D

　　I � 
D  D�であるから　　　 �N �D !D

　　よって，Q N���のときも�①�が成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�に対して� QD !D�が成り立つ。

���　 �Q �D �D I � 
QD �I � 
D  ( �� QD � �( ��D �
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　　　　　��� 
�� 
�� QD � � 
��D �

�( �� QD � ( ��D �
 

�� 
�QD D

�( �� QD � ( ��D �

　����より， QD !D�であるから

　　　　　　　 �Q �D �D�
�� 
�QD D

�( ��D � ( ��D �
 

�QD D

( ��D �

　ここで　　　( ��D �  D ��(� !��� �

　 QD �D!��より　　　 �Q �D �D�
�

� � QD 
�D

���　����より，Q���のとき

　　　　　　　 QD �D�
�

� � �Q �D 
�D �
�

� �
�

� � �Q �D 
�D �……�
�Q �

� �
�

� � �D 
�D

　����と合わせると，Q���のとき　　　　�� QD �D�
�Q �

� �
�

� � �D 
�D

　
�Q 

OLP

�Q �

� �
�

� � 
��D D  ��であるから，はさみうちの原理により　　
�Q 

OLP � 
�QD D  �

　よって　　　
�Q 

OLP QD  D

　したがって，数列�� �QD �は収束し，その極限値は�D ��(� �である。

５

S　ORJ�

 解説

>�@　Q �P �のとき

　 �P6  � �E 
� �E �� �E 
� �E ��……��� ��P �E 
� �PE

　　�� 
 O �

P

& � 
���O �E �OE  
 O �

P

& � ��ORJ
��O �

��O �
ORJ

��O �

�O

　　�� 
 O �

P

& �� ��ORJ � 
��O � ORJ � 
��O � �� ��ORJ�O ORJ� 
��O �

　　�� ORJ � 
��P � �ORJ��ORJ��ORJ � 
��P �  ORJ
�� 
��P �

��P �
 ORJ

��P �

�P �

　Q� �
�のとき�P� �
�であるから　　
�P 

OLP �P6  

�P 

OLP ORJ

��
�

P

��
�

P

 ORJ�

>�@　Q �P���のとき

　　 ��P �6  �P6 � �PE  �P6 �ORJ
��P �

�P

　　
�P 

OLP ��P �6  

�P 

OLP �P6 �

�P 

OLP ORJ

��P �

�P
 ORJ��

�P 

OLP ORJ� ���

�

P
 ORJ�

>�@，>�@�より，
�P 

OLP �P6  

�P 

OLP ��P �6  ORJ��であるから　　

�Q 

OLP Q6  ORJ�

６

S　�
�

��D �

 解説

　　　　
 Q �




&
Q

� �
�

D
FRV

QS

�
 
�

D
FRV

S

�
�

�

� �
�

D
FRVS�

�

� �
�

D
FRV
�

�
S�

�

� �
�

D
FRV�S�……

N�を自然数とすると，Q �N���のとき　　FRV
QS

�
 �，

　　　　　　　　　���Q �N���のとき　　FRV
QS

�
 ��，

　　　　　　　　　���Q �N���のとき　　FRV
QS

�
 �，

　　　　　　　　　���Q �N�のとき　　　���FRV
QS

�
 �

よって， 16  
 Q �

1

&
Q

� �
�

D
FRV

QS

�
�とおくと

　　　　 �16  
 Q �

�1

&
Q

� �
�

D
FRV

QS

�
 

 M �

1

&
�M

� �
�

D
M

� 
��  
 M �

1

&
M

� ��
�
�D

　　　　　�� 

�
�
�D � ���

1

� ��
�
�D

�� � ��
�
�D

 �
�

��D � �� ��
1

� ��
�
�D

D!��より，����
�
�D
���であるから　　

�1 

OLP �16  �

�

��D �

また　　
�1 

OLP ��1 �6  

�1 

OLP � 
��16 �  �

�

��D �

ゆえに，
�1 

OLP 16 �は収束し，無限級数�

 Q �




&
Q

� �
�

D
FRV

QS

�
�の和は　　

�1 

OLP 16 � �

�

��D �

７

S　���　��
N

� �
�

�
　　���　 QS  

��

�� �� ��
Q

� �
���

���
，

�Q 

OLP QS  

��

��

 解説

���　N�回以内に勝者が決まらないのは，��回目から�N�回目まで毎回���以外の目が出るとき

　である。

　よって，求める確率は　　��
N

� �
�

�

���　 QS  
�

�
･
�

�
�

�

� �
�

�
･
�

�
�

�

� �
�

�
･
�

�
��……��

��Q �

� �
�

�
･
�

�

　����　� 
 L �

Q

&
�

�

��L �

� �
�

�
 
�

�
･
��

��  L �

Q

&
L

� �
�

� �
�

�
 
�

��
･

���

��� � ���
Q

� �
���

���

��
���

���

 
��

�� �� ��
Q

� �
���

���

　よって　　
�Q 

OLP QS  

��

��

８

S　
S

�
��&�

S

�

 解説

�& K， �� �K
S

�
�とし，△$%&�の面積を�N�とする。

△&%$4△ �&$$ �で�&%：&$ �：FRVK �から　　△&%$：△ �&$$  �： �FRV K

ゆえに　　　△ �&$$  N �FRV K

$�を� �$ �とすると， �Q ��のとき�△ Q&$ �Q �$ 4△ �Q �&$ Q$ �であり，その相似比は

　　　　　　�：FRVK

よって，△ Q&$ �Q �$  △ �Q �&$ Q$
�FRV K �であるから　　△ �Q �&$ Q$  N �QFRV K

ゆえに，△ �&$$ ，△ �&$ �$ ，△ �&$ �$ ，……��の面積の総和�6 �は，初項�N
�FRV K，公比

�FRV K �の無限等比級数である。

�� �K
S

�
�のとき， ��FRV K ��であるから，6 �は収束して

　　　　　　  6  
N �FRV K

�� �FRV K

N �FRV K
�VLQ K
 

N
�WDQ K

6 �が�△$%&�の面積�N�を超えないことから　　 �
N
�WDQ K

N

すなわち　　 ��WDQ K �

�� �K
S

�
�のとき， !WDQK ��であるから　　 �WDQK �

よって　　 �
S

�
�K

S

�
　　　すなわち　　

S

�
��&�

S

�

９

S　���　 (�
�

　　���　略　　���　略　　���　
�

�

 解説

���　U ) �
�

� �
�

�

�

� �
�

�
 (�
�

���　 QD � QE L 
�Q �

� �
�� �L

�
��……��①　とする。

　>�@　Q ��のとき

　　　　�左辺� �D � �E L �，　�右辺� 
�

� �
�� �L

�
 �

　　よって，①�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると

　　　　 ND � NE L 
�N �

� �
�� �L

�

　　Q N���のときを考えると

　　　　 �N �D � �N �E L �
�

�
ND ��
�

�
NE ��

�

�
ND ��
�

�
NE L

　　　　　　　　　�� 
�

� � ND 
� NE L �
�

�
L� ND 
� NE L  

�� �L

� � ND 
� NE L

　　　　　　　　　�� 
�� �L

�
･

�N �

� �
�� �L

�
 

N

� �
�� �L

�

　　よって，Q N���のときも�①�が成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�で�①�が成り立つ。

���　��]� �] �……�
�Q �]  

�� Q]

�� ]
��……��②��とする。

　>�@　Q ��のとき

　　　　�左辺� �，　�右辺� 
�� ]

�� ]
 �

　　よって，②�は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�②�が成り立つと仮定すると

　　　　��]� �] �……�
�N �]  

�� N]

�� ]

　　Q N���のときを考えると

　　　　��]� �] �……�
�N �] � N]

　　　 
�� N]

�� ]
� N]  

��� N] � 
�� ] N]

�� ]
 
�� �N �]

�� ]
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　　よって，Q N���のときも�②�が成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�で�②�が成り立つ。

���　
�� �L

�
 ] �とすると，]
��であるから，���，����より　　

　　　　　　
 Q �

1

& � 
�QD QE L  
 Q �

1

&
�Q �]  

�� 1]

�� ]

　����より， ]  (�
�
���であるから　　　　

�1 

OLP 1]  

�1 

OLP 1]  �

　よって　　　　
�1 

OLP  1] �

　ゆえに　　　　
�1 

OLP

 Q �

1

& � 
�QD QE L  
�1 

OLP

�� 1]

�� ]
 

�

�� ]
 

�

��
�� �L

�

 
�

�� 
�� L

　　　　　　　　　　　　　　　��� 
�� �L

�

　したがって　　
 Q �




& QD  
�1 

OLP

 Q �

1

& QD  
�

�

10

S　�

 解説

[�

�\

�2��

��

�

�

�$
�&

�&
�$

円� Q& �に内接する正方形を� Q$ �とし， Q$ �をその���辺が�

[�軸に平行になるように作る。

円� Q& �の半径を� QU �とすると，正方形� Q$ �の���辺の長さは

　　　　　�･
�

(�
･ QU  (� QU

また，正方形� Q$ �の���辺の長さは�� �Q �U �であるから

　　　　　� �Q �U  (� QU

すなわち　 �Q �U  
�

(�
QU

�U  ��であるから，数列�� �QU �は初項��，公比�
�

(�
�の等比数列である。

ゆえに　　 QU  
�Q �

� �
�

(�

正方形� Q$ �の���辺の長さは　　� �Q �U  �
Q

� �
�

(�

よって　　 QD  
�

� ��
Q

� �
�

(�
 �

Q

� �
�

�
 

�Q �

� �
�

�

したがって　　
 Q �




& QD  
 Q �




& �
Q

� �
�

�
 

�

��
�

�

 �

11

S　� �
�

�
， (�
�

 解説

[�

�\

�2

%

$

Q3

�Q �3

Q4

Q5 �

(�

�

�2$%�は���辺の長さが���の正三角形である。

よって， Q△3 Q%4 ， Q△4 Q25 ， Q△5 �Q �$3 �は

相似な直角三角形であり，

　　 Q3 %： Q%4  Q4 2： Q25

　　　　　　　 Q5 $： �Q �$3  �：�

が成り立つ。

Q$3  QD �とすると　　 Q3 % $%� Q$3  �� QD

よって　　 Q%4  
�

� Q3 % ��
�

� QD

同様に考えると

　　　　　 Q4 2 �� Q%4  ��
�

� QD ， Q25  
�

� Q4 2 
�

�
�
�

� QD ，

　　　　　 Q5 $ �� Q25  
�

�
�
�

� QD ， �Q �$3  
�

� Q5 $ 
�

�
�
�

� QD

したがって　　 �Q �D  �
�

�
QD �
�

�

この漸化式を変形して　　 �Q �D �
�

�
 �

�

� � QD ��
�

�

数列�� QD ��
�

�
�は，初項� �D �

�

�
，公比��

�

�
�の等比数列であるから

　　　　　 QD �
�

�
 � �D ��

�

�

�Q �

� ��
�

�

よって　　 QD  � �D ��
�

�

�Q �

� ��
�

�
�
�

�

ここで， �3 �は線分�$%�上にあり，$，%�とは異なる点であるから　　�� �D ��

�
�

�
���であるから　　

�Q 

OLP QD  

�

�

よって，Q 
�のとき， Q3 �が限りなく近づく点を�3�とすると

　　　　　$3 
�Q 

OLP QD  

�

�
，%3 ��$3 

�

�

したがって，点�3�は線分�$%�を��：��に内分する点であるから，求める点の座標は

� �
�･� � ･� �

�� �
，

�･� � ･� (�
�� �

�から　　� �
�

�
， (�
�

12

S　���　 �K  
K

�
， �K  

�

�
K　　���　略　　���　

�

�
K

 解説

�K

�K

�K

�K

�K

�3

�3

�3

�3

�3

5

���　△ �3 �3 �3 �は� �3 �3  �3 �3 �の二等辺三角形で，

　� �3 �3 �3  � �3 �3 �3 �であるから

　　　　　　� �3 �3 �3  
�S K

�

　よって　　 �K  
S

�
�� �3 �3 �3  

S

�
�
�S K

�
 

K

�

　同様に，� �3 �3 �3  
�S �K

�
�であるから

　　　　　　 �K  S�� �3 �3 �3 �� �3 �3 �3

　　　　　　　 S�
�S �K

�
�
�S �K

�
 

��K �K

�

　　　　　　　 
�

� �
K

� ��K  
�

�
K

���　����と同様に考えると

　　　　　　� Q3 �Q �3 �Q �3  
�S QK

�
，� �Q �3 �Q �3 �Q �3  

�S �Q �K

�

　よって　　 �Q �K  S�� �Q �3 �Q �3 �Q �3 �� Q3 �Q �3 �Q �3

　　　　　　　　 S�
�S �Q �K

�
�
�S QK

�
 

�Q �K

�
�

QK

�

　変形すると　　 �Q �K �
�Q �K

�
 �Q �K �

QK

�

　ゆえに， �Q �K �
QK

�
���Q �，�，�，……��は�Q�によらない定数�� �K �

�K

�
 

K

�
�

K

�
 K�

　である。

���　 �Q �K �
QK

�
 K�から　　 �Q �K �

�

�
K �

�

� � QK ��
�

�
K

　したがって，数列�� QK ��
�

�
K �は，初項� �K �

�

�
K K�

�

�
K 

K

�
，公比��

�

�
�の等比数列

　であるから　　 QK �
�

�
K 

K

�

�Q �

� ��
�

�

　ゆえに　　 QK  
K

�

�Q �

� ��
�

�
�
�

�
K

　よって　　
�Q 

OLP QK  

�Q 

OLP � ��

K

�

�Q �

� ��
�

�

�

�
K  

�

�
K

13

S　略

 解説

[� ���のときを考えるのであるから，�� [�
S

�
�としてよい。

� �� 　��[�
S

�
�のとき　点�2�を中心とする半径���の円において，中心角�[�の扇形�2$%

　を考える。点�%�から�2$�に下ろした垂線を�%+，点�$�における円�2�の接線が�2%�の

2 $

%

7

+[

�

�

VLQ[

WDQ[

　延長と交わる点を�7�とすると，$7�は�2$�に垂直で，

　面積について

　　　　　　△2$%�扇形�2$%�△2$7

　%+ VLQ[，$7 WDQ[ �であるから

　　　　　　
�

�
･�･VLQ[�

�

�
･
�� ･[�

�

�
･�･WDQ[

　よって　　VLQ[�[�WDQ[

　各辺を�VLQ[ �で割ると，VLQ[!��であるから

　　　　　　��
[

VLQ[
�

�

FRV[

　ゆえに　　�!
VLQ[

[
!FRV[

　
�[ ��
OLP FRV[ ��であるから　　

�[ ��
OLP

VLQ[

[
 �

� �� 　�
S

�
�[���のとき　[ �K�とおくと

　　　　　　
�[ ��
OLP

VLQ[

[
 

�K ��
OLP

VLQ � 
�K

�K
 

�K ��
OLP

VLQK

K
 �
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� �� ，� �� �から　　　
�[ �
OLP
VLQ[

[
 �

14

S　���　$3 ( �� �FRVK ，%3 ( ��� �FRVK

　　　���　FRV�%$3 
�FRVK �

( �� �FRVK
，VLQ�%$3 

VLQK

( �� �FRVK

　　　���　�

 解説

K

3

2 $ %

�

�

�

���　�2$3�において，余弦定理により

　　　 �$3  �2$ � �23 ��2$･23FRVK

　よって　 �$3  ���FRVK

　$3!��であるから　$3 ( �� �FRVK

　�2%3�において，余弦定理により

　　　 �%3  �2% � �23 ��2%･23FRVK

　よって　 �%3  ����FRVK

　%3!��であるから　%3 ( ��� �FRVK

���　�$%3�において，余弦定理により

　　　FRV�%$3 
���$% �$3 �%3

･�$% $3

　よって　FRV�%$3 
���� � �FRVK � 
��� �FRVK

･･� � ( �� �FRVK
 

�FRVK �

( �� �FRVK

　また　 �VLQ �%$3 ��
�

� 
�FRVK �

�� �FRVK
 

�VLQ K

�� �FRVK

　��K�S�より�VLQK!��であるから　VLQ�%$3 
VLQK

( �� �FRVK

���　�$%3�において，正弦定理により　
%3

VLQ�%$3
 �5

　よって　K5 
K( ��� �FRVK

･�
VLQK

( �� �FRVK

 
K(� 
��� �FRVK � 
�� �FRVK

�VLQK

　ゆえに　
�K ��
OLP K5 

�K ��
OLP (� 
��� �FRVK � 
�� �FRVK

･�
VLQK

K

 ( ･� �

･� �
 �

15

S　���　24 FRVK�( ��FRV K � 　　���　
�

�

 解説

3

K $4

[�

�\

�2 �

� �

���　24 [�とおく。�234�において，余弦定理により

　　　　　　� ��  �� � �[ ��[FRVK

　よって　　 �[ ��� 
FRVK [�� �

　ゆえに��������[ FRVK�( ��FRV K �

　[!��であるから　　[ FRVK�( ��FRV K �

　したがって　　24 FRVK�( ��FRV K �

���　$�� 
�，� �であるから

　　　/ 2$�24 ���FRVK 
�( ��FRV K �

　　　　　　　　　�� ��FRVK�( ��FRV K �

　よって　　
/
�K
 

��� FRVK ( ��FRV K �
�K

 
��� 
�� FRVK � 
��FRV K �

�K � 
��� FRVK ( ��FRV K �

　　��　　　　　 �･
�� FRVK

�K � 
��� FRVK ( ��FRV K �

　　��　　　　　 �･
�� �FRV K

�K � 
��� FRVK ( ��FRV K � � 
�� FRVK

　　　　　　　�� �･
�

� �
VLQK

K
･

�

� 
��� FRVK ( ��FRV K � � 
�� FRVK

　ゆえに　　
�K �
OLP

/
�K
 �･�･

�

� 
�� � ･�
 
�

�

16

S　���　� 
( �� � �VLQ K ，�VLQK 　　���　4 ��� �
( �� � �VLQ K

�VLQK
，� ，5��

� �
�

WDQ
K

�

，�

　　　���　�

 解説

[�

�\

�2

&

K

�

�

3

4

5

4�

%

$

���　�$23 K �であるから　　3�� 
FRVK，VLQK

　すなわち　　 �[  FRVK， �\  VLQK

　 �\  � �\ �であるから　　 �\  �VLQK

　点�4�は曲線�&�上にあるから　　 �
�[ �

�
�\  �

　 �[ !��であるから　　 �[  ( �� � �VLQ K

　よって　　4�� 
( �� � �VLQ K ，�VLQK

���　直線�24�の式は�\ 
�VLQK

( �� � �VLQ K
[�であるから，

　\ ��のとき　　[ ( �� � �VLQ K

�VLQK
　　　　よって　　4��� �

( �� � �VLQ K

�VLQK
，�

　また，�$23 ��$25�であるから　　�$25 
K

�

　ゆえに，5�� �FRV
K

�
，VLQ

K

�
�であるから，直線�25�の式は　　\ [WDQ

K

�

　\ ��のとき　　[ 
�

WDQ
K

�

　　　　したがって　　5��

� �
�

WDQ
K

�

，�

���　����から　　%5� 
�

WDQ
K

�

，%4� 
( �� � �VLQ K

�VLQK

　よって，点�3�が点�$�に限りなく近づくときの�
%5�

%4 �
�の極限は

　　　　　
�K �
OLP
%5�

%4�
 

�K �
OLP

�VLQK

･WDQ
K

�
( �� � �VLQ K

 
�K �
OLP

�VLQKFRV
K

�

VLQ ･
K

�
( �� � �VLQ K

　　　　　　　　　� 
�K �
OLP ････�

K

�

VLQ
K

�

VLQK

K

FRV
K

�

( �� � �VLQ K
� �･�･�･�･� �

１

S　���　V 
�� �W W( ���W �W �

�� W
　　���　(�

 解説

$

% &4

5

3

��WW

��D
E ��E

D

V

��V

���　$5：54 D：�� 
�D �とすると

　　　　　&5 �� 
�D &$�D&4

　　�　　　�　 �� 
�D &$�D�� 
�W &%

　%5：53 E：�� 
�E �とすると

　　　　　&5 E&3��� 
�E &%

　　　　　　�� E�� 
�V &$��� 
�E &%

　よって

　　�� 
�D &$�D�� 
�W &% E�� 
�V &$��� 
�E &%

　ここで，&$
�，&%
��かつ�&$7&%�であるから

　　　　　　　　　��D E�� 
�V ，D�� 
�W  ��E

　これを解くと　　D 
V

��V W VW
，E 

W

��V W VW
　……�①

　ここで，△$35：△%45 �：��であるから

　　　　　　
�

�
�$5�53VLQ�$53 ��

�

�
�%5�54VLQ�%54

　�$53 �%54�であるから　　$5�53 �%5�54

　すなわち　　　D$4��� 
�E %3 �E%3��� 
�D $4

　ゆえに　　　　D�� 
�E  �E�� 
�D

　①�を代入すると　　
V

��V W VW �� ��
W

��V W VW
 

�W

��V W VW �� ��
V

��V W VW

　よって　　　　�� 
�W �V �� �W V�� �W  �

　��V��，��W���であるから

　　　　　　　　V 
�� �W ( ��W ･� 
�� W � �W

�� W
 

�� �W W( ���W �W �

�� W

$

% &

3

5

4W ��W

V

��V

T　△%&3�と直線�$4�について，メネラウスの定理

　により

　
%5

53
�
3$

$&
�
&4

4%
 ��から

　　　　　　　
%5

53
�

V

�
�
�� W

W
 �

　よって　　　
%5

53
 

W

V� 
�� W

　また，△$&4�と直線�%3�について，メネラウスの定理により

　
$5

54
�
4%

%&
�
&3

3$
 ��から　　

$5

54
�

W

�
�
�� V

V
 �

　よって　　　
$5

54
 

V

W� 
�� V

　ゆえに　　　
△$35

△%45
 

��
�

�
$5 53VLQ�$53

��
�

�
%5 54VLQ�%54

 
$5

54
�
53

%5

　　　　　　　　　　　 
V

W� 
�� V
�

V� 
�� W

W
 

�V � 
�� W
�W � 
�� V
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　であり，これが���に等しいから　　
�V � 
�� W
�W � 
�� V

 �

　よって　　　�� 
�W �V �� �W V�� �W  �

　��V��，��W���であるから

　　　　　　　V 
�� �W ( ��W � 
�� W ･�

�W

�� W
 

�� �W W( ���W �W �

�� W

���　
�W ��
OLP  

V

W �W ��
OLP

��W ( ���W �W �

�� W
 (�

２

S　���　�
�

(�
� 
�，� 　　���　� �

�W

��W � ( ���W �W ��
，

�W

��W � ( ���W �W ��

　　　���　�

 解説

[

\

2

%�� 
�，�

3
&

$�� 
W，�

���　�%2$�の二等分線と辺�$%�の交点を�&�とすると

　　　$&：&% 2$：2% W：( ��� ��  W：�

　よって　

　　　2& 
��2$ W2%

�W �
 

�

�W � �
�� 
W，� ��W� 
�，�

　　　　�� 
�W

�W � � 
�，� 　……�①

　ゆえに，求めるベクトルは

　　　�
�

( ��� ��
� 
�，� 　すなわち　�

�

(�
� 
�，�

���　①�から　$& �
�W

�W � ��W，
�W

�W �

　よって　　 �$&  
�

� ��
�W

�W �
W �

�

� �
�W

�W �
 

��� 
��W �W �� �W
�

� 
�W �
 

�W � 
���W �W ��
�

� 
�W �

　ここで　　 �W ��W��� �
� 
�W � ���!�　　

　また，W!��から　　W��!�

　ゆえに　　$& 
W( ���W �W ��

�W �

　23：3& $2：$&�であるから，①�より

　　　　　　23 
$2

�$2 $&
2& 

W

�W
W( ���W �W ��

�W �

�
�W

�W � � 
�，�

　　　　　　　�� 
�W

��W � ( ���W �W ��
� 
�，�

　よって，点�3�の座標は　　� �
�W

��W � ( ���W �W ��
，

�W

��W � ( ���W �W ��

���　
�W 

OLP

�W

��W � ( ���W �W ��
 
�W 

OLP

�

���
�

W ) ���
�

W

��
�W

 
�

�� �
 �

３

S　 �D  �， �D  ��，Q���のとき�� QD  
�

� 
�Q � � 
�Q �

 解説

�Q �D  �Q �6 � Q6 �であるから

　　Q�Q 
�� �Q �D  Q6 � �Q�Q 
�� � �Q �6 
� Q6  Q6 � �Q�Q 
�� �Q �6  �
� 
�Q � Q6

Q���のとき　　
Q

�Q � �Q �6  
�Q �

�Q � Q6

よって　　
Q

�Q �
�Q �6  

�Q �

�Q �
Q6  …… 

�� �

�� �
�6

ゆえに　　 Q6  
�� 
�Q �

�Q � �6  �･

��
�

Q

��
�

Q

�6

�Q 

OLP Q6  ��であるから　　 �6  

�

�

したがって　　 Q6  
�Q �

�Q �

Q���のとき　 QD  Q6 � �Q �6  
�Q �

�Q �
�

�Q �

�Q �
 

�

� 
�Q � � 
�Q �

すなわち　　 QD  
�

� 
�Q � � 
�Q �
　……�①

�D  �，��� 
�� �D  �D �から　　 �D  ��

�6  
�

�
�から　���� �D  

�

�

ゆえに　　 �D  
�

�

よって，①�は�Q���のとき成り立つ。

以上から　 �D  �， �D  ��，

　　　　　Q���のとき　 QD  
�

� 
�Q � � 
�Q �

４

S　���　略　　���　略

 解説

���　 Q
� 
�S (T  QD � QE (T ��……�①　とする。

　このとき， Q
� 
�S (T  QD � QE (T ��……�②��が成り立つことを数学的帰納法によって

　証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　①�から　　S�(T �D � �E (T　　　　ゆえに　 �D  S， �E  �

　　よって，Q ��のとき�②�が成り立つ。

　>�@　Q N�のとき，②�が成り立つ，すなわち�� N
� 
�S (T  ND � NE (T ��と仮定する。

　　Q N���のときを考えると

　　　　　　　 �N �
� 
�S (T  N

� 
�S (T �S 
�(T  � ND 
� NE (T �S 
�(T

　　　　　　　　　　　　� � NSD 
� NTE �� ND 
� NSE (T　……�③

　　ここで　　 �N �
� 
�S (T  N

� 
�S (T �S 
�(T  � ND 
� NE (T �S 
�(T

　　　　　　　　　　　　� � NSD 
� NTE �� ND 
� NSE (T　……�④

　　①，④�から　　 �N �D  NSD � NTE ， �N �E  ND � NSE

　　これと�③�から　　 �N �
� 
�S (T  �N �D � �N �E (T

　　すなわち，Q N���のときも�②�が成り立つ。

　>�@，>�@�により，すべての自然数�Q�に対して�②�が成り立つ。

���　①，②�から　　 QD  
�

� �
Q

� 
�S (T �� Q
� 
�S (T

　　　　　　　　　� QE  
�

�(T
�

Q
� 
�S (T �� Q

� 
�S (T

　よって　　
�Q 

OLP

QD

QE
 (T

�Q 

OLP

�Q� 
�S (T Q
� 
�S (T

�Q� 
�S (T Q
� 
�S (T

　　　　　　　　　�� (T
�Q 

OLP

��
Q

� �
�S (T

�S (T

��
Q

� �
�S (T

�S (T

　ここで，S，T�はともに正であるから

　　　　　　�� 
�S (T �S�(T�S�(T

　よって　　���
�S (T

�S (T
��　　　　したがって　　

�Q 

OLP

QD

QE
 (T

U　D，E，F，G�が有理数，(T �が無理数のとき，

　　　　　｢D�E(T F�G(T　ならば　D F，E G｣�が成り立つ。

�　E
G�と仮定すると，D�E(T F�G(T �から　　(T 
�F D

�E G

　D，E，F，G�は有理数であるから，この右辺は有理数である。

　ところが，左辺は無理数であり，これは矛盾である。

　したがって，E
G�とした仮定は誤りで　　E G

　これと�D�E(T F�G(T �から　　D F

５

S　���　 P/  
�P ��P　　���　 P7  

�

� �
P 
�� ��

�P �P 
�� 　　���　�

 解説

[�

�\

�2 P

�P

'

\ �
� 
�[ P

���　\ �
� 
�[ P

　P�は正の整数であるから，図形�'�は右図の斜線部分

　となる。

　ただし，境界線を含む。

　'�の周上の格子点のうち，[�軸上にあるものは�� 
N，� �

　�N �，�，……，P��で，�P 
�� �個ある。

　\�軸上にあるものは�� 
�，N ��N �，�，……， �P ��で，

　�
�P 
�� �個ある。

　放物線上にあるものは�� 
N， �
� 
�N P �

　�N �，�，……，P��で，�P 
�� �個ある。

　よって，'�の周上の格子点の数� P/ �は，重複に注意して

　　　　　 P/  �P 
�� ��
�P 
�� ��P 
�� �� �P ��P

���　'�の格子点のうち直線�[ N��N �，�，……，P��上にあるものは��
�

� 
�N P ��� �個あ

　る。

　よって，'�の周上および内部の格子点の数� P7 �は

　　　　　　 P7  
 N �

P

& � ���� 
�N P �  
 O �

P

& � 
��O �

　　　　　　　� 
 O �

P

&
�O �

 O �

P

& � 
�

�
P�P 
�� ��P 
�� ��P 
��

　　　　　　　� 
�

� �
P 
�� ��

�P �P 
��

���　'�の面積� P6 �は
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　　　　　　　 P6  ' �
P

�
� 
�[ P G[ 

�

P

� �
�

� 
�[ P

�
 �

�
� 
�P

�
 

�P

�

　よって　　　
�P 

OLP

P7

P6
 

�P 

OLP

�

� � 
�P � � 
�� �P P��

�P

�

 
�P 

OLP � 
�P � � 
��� �P P �

� �P

　　　　　　　　　���　 
�P 

OLP

� ���
�

P � ����
�

P

�
�P

�
 

･� �

�
 �

６

S　���　Q�が奇数のとき　 QD  
�Q �

�
，Q�が偶数のとき　 QD  

�Q �

�

　　　���　Q�が奇数のとき　 QE  
�

� �Q 
�� �Q 
�� ，Q�が偶数のとき　 QE  
�

�
�

� 
�Q �

　　　���　
�Q 

OLP

QD
�Q
 �，

�Q 

OLP

QE
�Q
 
�

�

 解説

N�を自然数とする．

���　Q�が奇数のとき　Q �N���とおくと

　　��N 
��，� ，��N 
��，� ，……，��，N 
��

　　ゆえに　 ��N �D  N��　　よって　 QD  
�Q �

�

　Q�が偶数のとき　Q �N�とおくと

　　��N 
��，� ，��N 
��，� ，……，��，N 
��

　　ゆえに　 �ND  N��　　よって　 QD  
�Q �

�

���　Q �N���のとき

　　 ��N �E  
 L �

�N �

& � 
���L �D �LD  
 L �

�N �

& �� 
�L �

　　　　� ��
� 
�N � N

�
��N �
��  �N 
�� �N 
��

　　ゆえに　 QE  
�

� �Q 
�� �Q 
��

　Q �N�のとき

　　 �NE  ��N �E � ��N �D  �N 
�� �N 
�� ��N 
��

　　　� �
� 
�N �

　　ゆえに　 QE  
�

�
�

� 
�Q �

���　Q �N���のとき

　　
�Q 

OLP

QD
�Q
 

�N 

OLP

�N �
�

� 
��N �
 �，

　　
�Q 

OLP

QE
�Q
 

�N 

OLP � 
�N � � 
�N �

�
� 
��N �

　　　　　�� 
�N 

OLP � ���

�

N � ���
�

N
�

� ���
�

N

 
�

�

　Q �N�のとき

　　
�Q 

OLP

QD
�Q
 

�N 

OLP

�N �
�

� 
�N
 �，

　　
�Q 

OLP

QE
�Q
 

�N 

OLP

�
� 
�N �

�
� 
�N

 

�

� ���
�

N

�
 
�

�

　以上から　
�Q 

OLP

QD
�Q
 �，

�Q 

OLP

QE
�Q
 
�

�

７

S　���　
�

�
　　���　略　　���　 QD  

�

� �� ��
Q

� �
�

�
， QF  

�

� �� ��
Q

� �
�

�

　　　���　順に��
�

�
，
�

�

 解説

���　さいころを���回振った後に動点�3��が�$�にいるのは，��回とも���以下の目が出る，

　または���回とも���以上の目が出るときであるから　　 �D  
�

� �
�

�
�

�

� �
�

�
 
�

�

���　さいころを���回振ると，点�$�または�&�にいる点�3�は点�%�または�'�に移り，点�%�ま

　たは�'�にいる点�3�は�点�$�または�&�に移る。よって，$�または�&�にいる点�3�は，さい

　ころを���回振った後，$�または�&�にいることが分かる。

　同様に，%�または�'�にいる点�3�は，さいころを���回振った後，%�または�'�にいること

　が分かる。

　動点�3�は�$�から出発するから，さいころを��Q�回すなわち偶数回振った後，$�または�

　&�にいる。

���　さいころを���Q 
�� �回振った後に，動点�3�が�$�にいるのは次の場合である。

　>�@　さいころを��Q�回振った後に動点�3�が点�$�に移動し，その後�$ % $�と移動

　　するか�$ ' $�と移動する

　>�@　さいころを��Q�回振った後に動点�3�が点�&�に移動し，その後�& % $�と移動

　　するか�& ' $�と移動する

　以上から　　 �Q �D  QD �
�

� �
�

� ��
�

� �
�

�
� QF �

�

�
･
�

� ��
�

�
･
�

�

　すなわち　　 �Q �D  
�

�
QD �
�

�
QF 　……�①

　����により　　 QF  �� QD 　……�②

　②�を�①�に代入して　　 �Q �D  
�

� QD �
�

� �� 
� QD

　変形すると　　 �Q �D �
�

�
 
�

� � QD ��
�

�

　よって，数列�� QD ��
�

�
�は初項� �D �

�

�
 
�

��
，公比�

�

�
�の等比数列であるから

　　　　 QD �
�

�
 
�

��

�Q �

� �
�

�
　　　　よって　　 QD  

�

� �� ��
Q

� �
�

�

　これを�②�に代入して　　 QF  
�

� �� ��
Q

� �
�

�

���　����から　　
�Q 

OLP QD  

�

�
，　

�Q 

OLP QF  

�

�

８

S　���　 QK  
S

� �� ��
�Q �

� ��
�

�
，証明は略　　���　略　　���　略　　���　�

 解説

���　 �Q �K  
�S QK

�
�から　　 �Q �K �

S

�
 �

�

� � QK ��
S

�

　よって，数列�� QK ��
S

�
�は初項� �K �

S

�
 

S

�
�

S

�
 �

S

��
，公比��

�

�
�の等比数列であ

　るから　　　 QK �
S

�
 �

S

��
･

�Q �

� ��
�

�
　　　　ゆえに　　 QK  

S

� �� ��
�Q �

� ��
�

�

　また， �
�

�
���より，すべての自然数�Q�に対して��

�

�
�

�Q �

� ��
�

�
�
�

�
�が成り立つ

　から　　　　
S

� �� ��
�

�
�

S

� �� ��
�Q �

� ��
�

�
�

S

� ���� ���
�

�

　すなわち　　
S

�
� QK �

�

�
S

　したがって，�� QK �
S

�
��Q �，�，�，……��が成り立つ。

���　 �Q �K  
�S QK

�
�から　　FRV �Q �K  FRV� ��

S

�
QK

�
 VLQ

QK

�

　ここで，����の結果より，��
QK

�
�

S

�
�であるから　　VLQ

QK

�
!�

　よって　　FRV �Q �K  VLQ
QK

�
 )

�� FRV QK

�

���　すべての自然数�Q�に対して，�FRV QK  QD �……�①�が成り立つことを数学的帰納法

　を用いて示す。

　>�@　Q ��のとき

　　　　　　�左辺� �FRV �K  �FRV
S

�
 (�，　�右辺� �D  (�

　　よって，①�が成り立つ。

　>�@　Q N�のとき�①�が成り立つと仮定すると　　�FRV NK  ND

　　このとき，���FRV NK ���より　　�� N�D ��

　　よって，����の結果より，Q N���のとき

　　　　　　�FRV �N �K  �)
�� FRV NK

�
 ( �� �FRV NK  ( �� ND ，

　　　　　　 �N �D  ( �� ND  ( �� ND

　　ゆえに，Q N���のときも�①�は成り立つ。

　>�@，>�@�より，すべての自然数�Q�に対して�①�が成り立つ。

���　����と�����の結果より　　 QD  �FRV QK  �FRV� ��
S

�

S

�

�Q �

� ��
�

�

　
�Q 

OLP QK  

�Q 

OLP � ��

S

�

S

�

�Q �

� ��
�

�
 

S

�
�で，関数�FRV[ �は連続であるから

　　　　
�Q 

OLP QD  

�Q 

OLP�FRV QK  �FRV

S

�
 �

９

S　���　 �Q �[  
�

� Q[ �
D

� Q[
　　���　略　　���　略　　���　(D

 解説

���　I � � 
[  �[�より，点�� 
Q[ ，I � 
Q[ �における接線の方程式は

　　　　　　　　\ � Q[ �[ 
� Q[ � �
Q[ �D

　ここで，\ ��のとき�[ �Q �[ �であるから　　� Q[ �Q �[ � �
Q[ �D �
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　 Q[  ��とすると，D ��となり，D!��に反する。

　よって　 Q[ 
�

　したがって　 �Q �[  
�

�
Q[ �

D

� Q[

���　����から　　 �Q �[ �(D  
���Q[ �(D Q[ D

� Q[
 

�
� 
�Q[ (D

� Q[

　すなわち　　 �Q �[ �(D  
�

� 
�Q[ (D

� Q[
　……�①

　 �Q �[  
�

�
Q[ �

D

� Q[
�と� �[ !(D !��から　　 �[ !�

　同様に繰り返して　� Q[ !�　�Q 
 �，�，�，……

　よって，①�から　　 �Q �[ �(D ��

　ここで， �Q �[ �(D  ��とすると　　 Q[ �(D  �

　繰り返して， �[ �(D  ��となり，条件に反する。

　よって　　　　 �Q �[ �(D !�

　また　　 Q[ � �Q �[  
�

�
Q[ �

D

� Q[
 

��Q[ D

� Q[
 � 
�Q[ (D � 
�Q[ (D

� Q[
!�

　したがって　　(D � �Q �[ � Q[

���　①�から　　 �Q �[ �(D  
�

� 
�Q[ (D

� Q[
 
�

� � Q[ 
�(D �� �� (D

Q[

　����より， Q[ !�，��(D � Q[ �が成り立つから　　�� (D

Q[
��

　よって　　���� (D

Q[
��

　ゆえに　　 �Q �[ �(D �
�

� � Q[ 
�(D

　����から　　 �Q �[ �(D !�， Q[ �(D !�

　したがって　　 �Q �[ �(D �
�

� Q[ �(D

���　����から

　　　�� Q[ �(D �
�

�
�Q �[ �(D �

�

� �
�

�
�Q �[ �(D �……�

�Q �

� �
�

�
�[ �(D

　ここで　　
�Q 

OLP

�Q �

� �
�

�
��[ (D  �

　はさみうちの原理により　
�Q 

OLP �Q[ (D  �

　したがって　　
�Q 

OLP Q[  (D

10

S　��(�

 解説

数列�� �QD �が収束すると仮定して，その極限値を�D�とすると

　　　　　　　
�Q 

OLP QD  

�Q 

OLP �Q �D  D

であるから，漸化式より　　D ( ��D � ���D 
!�

両辺を���乗して整理すると　 �D ��D�� �

D!��であるから　　D ��(�

ここで　　�� �Q �D ��� 
�(�  ( �� QD � ��� 
�(�

　　　　　　　　　　　　　　�� 
��� QD � �

� 
�� (�

�( �� QD � � 
�� (�

　　　　　　　　　　　　　　�� 
� �QD � 
�� (�

�( �� QD � � 
�� (�

( �� QD � ��� 
�(� !��であるから

　　　　�� �Q �D ��� 
�(�  
� �QD � 
�� (�

�( �� QD � � 
�� (�
�
�

� QD ��� 
�(�

よって　�� QD ��� 
�(� �
�

� �Q �D ��� 
�(� �……�
�Q �

� �
�

� �D ��� 
�(�

�Q 

OLP

�Q �

� �
�

� �D ��� 
�(�  ��であるから　　
�Q 

OLP �QD � 
�� (�  �

したがって，数列�� �QD �は収束し　　
�Q 

OLP QD  ��(�

11

S　���　略　　���　略　　���　略

 解説

���　
�

Q� 
�Q � � 
�Q �
 
�

� �
�

Q� 
�Q � ��
�

� 
�Q � � 
�Q �
�であるから

　　 Q7  
�

� ��
�

･� � ��
�

･� �
��

�

･� � ��
�

･� �
�……��

�

Q� 
�Q � ���
�

� 
�Q � � 
�Q �

　　　� 
�

� �
�

� ��
�

� 
�Q � � 
�Q �

　よって　　
�Q 

OLP Q7  

�Q 

OLP

�

� � ��
�

�

�

� 
�Q � � 
�Q �
 
�

�

���　N���のとき　 �N ��N 
�� N�N 
��  N!�　であるから

　　　　　　 �N !�N 
�� N�N 
��

　よって　　
�
�N
�

�

� 
�N � N� 
�N �

　この式に�N �，�，……，Q�を代入して加えると

　　　　　　
�
��
�
�
��
�……�

�
�Q
� �Q �7

　両辺に���を加えると　　 Q6 ��� �Q �7

���　����から　　
�Q 

OLP Q6 ���

�Q 

OLP �Q �7  ��

�

�
 
�

�

　よって　　6�
�

�

　また　　　 �6  ��
�

�
 
�

�

　 Q6 �の各項は正であるから，Q�が十分大きいとき　　 Q6 � �6

　よって　　
�Q 

OLP Q6 � �6  

�

�
　　　すなわち　　6�

�

�

　以上から　　
�

�
�6�

�

�

12

S　���　 Q5  
�� �Q �U

�� U
， Q6  

�� QU
�

� 
�� U
�

QQU

�� U

　　　���　 Q7  ��
�� �Q �U

�
� 
�� U �� � 
�Q � �Q �U

�
� 
�� U

�
Q� 
�Q � �Q �U

�� U
　　���　 � 
�U � U

�
� 
�� U

 解説

���　 Q5  
 N �

Q

&
NU  

�� �Q �U

�� U

　また　　　 Q6  ���U��
�U �……����������

�Q �QU ，

　　　　　�� QU6  ���������U�� �U �……��Q 
�� �Q �U � QQU

　辺々を引くと

　　　�� 
�U Q6  �����U���
�U �……�������������

�Q �U � QQU

　　　　　　　 
�� QU

�� U
� QQU

　よって　　 Q6  
�� QU

�
� 
�� U

�
Q QU

�� U

���　Q���のとき

　　　　　　 Q7  �･���･�U�……����������Q�Q 
�� �Q �U ，

　��　　　　 QU7  ����������･�･U�……��Q 
�� �Q 
�� �Q �U �Q� 
�Q � �Q �U

　�N 
�� N�N�N 
��  �N���N �，�，……，Q�����であるから，辺々を引くと

　　　�� 
�U Q7  
 N �

�Q �

& �
�N �NU �Q�Q 
�� �Q �U

　　　　　　��� � �Q �6 �Q�Q 
�� �Q �U

　　　　　　��� ��
�� �Q �U

�
� 
�� U �� � 
�Q � �Q �U

�� U
�Q�Q 
�� �Q �U

　よって，Q���のとき

　　　　　　 Q7  ��
�� �Q �U

�
� 
�� U �� � 
�Q � �Q �U

�
� 
�� U

�
Q� 
�Q � �Q �U

�� U
　……�①

　 �7  ��であるから，①�は�Q ��のときも成り立つ。

　したがって　　 Q7  ��
�� �Q �U

�
� 
�� U �� � 
�Q � �Q �U

�
� 
�� U

�
Q� 
�Q � �Q �U

�� U

���　第�Q�項までの和を� Q8 �とすると

　　　 Q8  
 N �

Q

&
�N NU  

 N �

Q

& � ��N� 
�N � N NU  �U
 N �

Q

& N� 
�N � �N �U �U
 N �

Q

&
�N �NU  �U Q7 �U Q6

　ここで， U ���より，
�Q 

OLP QU  �，

�Q 

OLPQ QU  �，

�Q 

OLPQ� 
�Q � QU  ��であるから

　　　　　　
�Q 

OLP Q7  

�
�

� 
�� U
，

�Q 

OLP Q6  

�
�

� 
�� U

　よって　　
�Q 

OLP Q8  

�Q 

OLP � 
��U Q7 U Q6

　　　　　　　　　 �U ･
�

�
� 
�� U

�U･
�

�
� 
�� U

　　　　　　　　　 
�� �U U� 
�� U

�
� 
�� U

　　　　　　　　　 � 
�U � U
�

� 
�� U

　すなわち　　
 N �




&
�N NU  � 
�U � U

�
� 
�� U
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S　���　 �3 � 
T  
�T �� 
��T 　　���　 �3 � 
T  

� 
�� T �T

���T T �
　　���　��T�

�

�
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 解説

チーム�$�が勝つことを�$，チーム�%�が勝つことを�%�で表し，例えば，��回目にチーム�

$�が勝ち，��回目にチーム�%�が勝ち，��回目にチーム�$�が勝つことを�$%$�で表す。

���　チーム�$�が優勝するのは，$$，$%$，%$$�のいずれかの場合である。

　$$�となる確率は　　 �T

　$%$，%$$�となる確率はともに　　 �T �� 
�T

　よって，チーム�$�が優勝する確率� �3 � 
T �は

　　　　　　　　 �3 � 
T  
�T �� �T �� 
�T  �T �� 
��T

���　N�を���以上の整数とする。

　チーム�$�が優勝するのは，次の�>�@，>�@�のどちらかの場合である。

　>�@　$%�が�N�回続いたあと，$$�と続く場合

　>�@　��回目が�%�で，そのあと�$%�が�N�回続き，さらに�$$�と続く場合

　>�@�が起こる確率は　　 N
� �T� 
�� T �T

　>�@�が起こる確率は　　�� 
�T N
� �T� 
�� T �T

　
 N �




&
N

� �T� 
�� T �T �は初項� �T ，公比�T�� 
�T �の無限等比級数である。

　公比について，T�� 
�T  T� �T  �
�

� ��T
�

�
�
�

�
�であり，��T���であるから

　　　　　　　　��T�� 
�T �
�

�
　……�①

　よって，
 N �




&
N

� �T� 
�� T �T �は収束し　　
 N �




&
N

� �T� 
�� T �T  
�T

�� T� 
�� T

　
 N �




& � 
�� T N
� �T� 
�� T �T �は初項��� 
�T �T ，公比�T�� 
�T �の無限等比級数である。

　①�から，
 N �




& � 
�� T N
� �T� 
�� T �T �は収束し

　　　　　　　　
 N �




& � 
�� T N
� �T� 
�� T �T  � 
�� T �T

�� T� 
�� T

　チーム�$�が優勝する確率� �3 � 
T �は

　　　　 �3 � 
T  
 N �




&
N

� �T� 
�� T �T �
 N �




& � 
�� T N
� �T� 
�� T �T

　　　　　　�� 
�T

�� T� 
�� T
� � 
�� T �T

�� T� 
�� T

　　　　��　　 � 
�� T �T

���T T �

���　 �3 � 
T � �3 � 
T �とすると　　 �T �� 
��T � � 
�� T �T

���T T �

　両辺を� �T �� 
!� �で割ると　　�����T�
�� T

���T T �

　①�より， �T �T�� ��T�� 
�T �
�

�
�であるから，この不等式の両辺に� �T �T���を

　掛けると　　�� 
��T �
�T �T 
�� ���T

　左辺を展開して整理すると　　� �T �� �T ��T����

　すなわち　　 �
� 
�T � ��T 
�� ��

　 �
� 
�T � !��であるから　　�T����　　　　よって　　T�

�

�

　ゆえに，求める条件は　　��T�
�

�
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S　���　 ( ���W W �

�� W
D　　���　  6 � 
W

(�
�

� 
�W �

��W
�D

　　���　  W ��のとき最小値� (
�

�
�D

 解説

W �

W

�

W

�

�$

�% �&

�$

�%

�&

���　  �$ �$
W

�� W
D，  �$ �&

�

�� W
D

　余弦定理により

　 �$
�
�&

　　 
�

� �
W

�� W
D ��

�

� �
�

�� W
D �� �

W

�� W
D � �

�

�� W
D FRV���

　　 ��
�

� �
W

�� W
D

�

� �
�

�� W
D

W
�

� 
�� W
�D

　　 
���W W �
�

� 
�� W
�D

　ゆえに　  �$ �&
( ���W W �

�� W
D

���　正三角形� �7 �の面積は　  
�

�
�D VLQ���

(�
�

�D

　正三角形� Q7 ， �Q �7 �は相似であり，

　相似比が��： ( ���W W �

�� W
�であるから，

　面積比は��：
���W W �
�

� 
�� W
�となる．

　また， �� �
���W W �
�

� 
�� W
��から，

　6 � 
W �は，初項� (
�

�
�D ，公比�

���W W �
�

� 
�� W
�の無限等比数列の和である．

　ゆえに　  6 � 
W �
(�
�

�D
�

��
���W W �
�

� 
�� W

　　　　　　　 �
(�
�

�D
�

� 
�W �

�W

　　　　　　　 (�
�

� 
�W �

��W
�D

���　  6 � 
W
(�
��

�D � ���W �
�

W

　 !W ��から，相加平均���相乗平均の関係により

　　　　　 �6 � 
W  (�
��

�D � ��� �)W･
�

W
(�
�

�D

　等号は，  W
�

W
， !W ��から，  W ��のとき成り立つ．

　以上から，  W ��のとき最小値� (
�

�
�D
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S　���　 �S  
�

�D �
， �S  

�D �

� 
�D � � 
�D �

　　　���　 QS  �
�

� 
�D � � 
�D �

�Q �

� ��
�

�D �
�

�

�D �
　　���　

�

�D �

 解説

���　はじめに袋�8�の中に，白球��D 
�� �個，赤球���個の計��D 
�� �個が入っている。

　よって，��回目に赤球を取り出す確率は　　 �S  
�

�D �

　次に， �S �を考える。

　>�@　��回目に白球を取り出すとき

　　�$��から，操作後の袋の中に，白球�D�個，赤球���個の計��D 
�� �個が入っている。

　>�@　��回目に赤球を取り出すとき

　　�%��から，操作後の袋の中に，赤球は入っていない。

　>�@，>�@�から，��回目に赤球を取り出す確率は

　　　 �S  
�D �

�D �
･
�

�D �
�

�

�D �
･�  

�D �

� 
�D � � 
�D �

���　Q���とする。��回目以降，袋の中に�｢白球�D�個，赤球���個｣�または�｢白球�D�個，赤球

　���個｣�が入っている。

　>�@　Q�回目に白球を取り出すとき

　　�$��から，操作後の袋の中に，白球�D�個，赤球���個の計��D 
�� �個が入っている。

　>�@　Q�回目に赤球を取り出すとき

　　�%��から，操作後の袋の中に，赤球は入っていない。

　>�@，>�@�から，�Q 
�� �回目に赤球を取り出す確率は

　　　　　　 �Q �S  �� 
� QS ･
�

�D �
� QS ･�

　よって　　 �Q �S �
�

�D �
 �

�

�D � � QS ��
�

�D �

　また　　　 �S �
�

�D �
 

�

�D �
�

�

�D �
 �

�

� 
�D � � 
�D �

　ゆえに，数列�� QS ��
�

�D �
�は�初項�

�

� 
�D � � 
�D �
，公比�

�

�D �
�の等比数列であ

　るから　　 QS �
�

�D �
 �

�

� 
�D � � 
�D �

�Q �

� ��
�

�D �

　よって　　 QS  �
�

� 
�D � � 
�D �

�Q �

� ��
�

�D �
�

�

�D �
　……�①

���　Q �，��のとき，①�の右辺はそれぞれ

　　　　
�

�D �
�

�

� 
�D � � 
�D �
 

�

�D �
，

　　　　
�

�D �
�

�

� 
�D � � 
�D � � 
�D �
 

�D �

� 
�D � � 
�D �

　よって，①�は�すべての自然数�Q�に対して成り立つ。

　ゆえに　　
�

P  N �

P

& NS  
�

�D �
�
�

P
･

�

� 
�D � � 
�D �
･

��
P

� ��
�

�D �

�� � ��
�

�D �

　　　　　　　　　　 
�

�D �
�
�

P
･

�D �
�

� 
�D � � 
�D � �� ��
P

� ��
�

�D �

　D�は自然数より� �
�

�D �
���であるから　　

�P 

OLP

P

� ��
�

�D �
 �

　したがって　　
�P 

OLP

�

P  N �

P

& NS  
�

�D �
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S　���　�
�

Q

N

� ���
�

Q
　　���　

�

H
��

 解説

K
K K

K
) ��

�

Q �

(Q

�
�$

�$

�$

�$

�$2

���　� �$ �2$  K�とおくと，

　△ N$ �N �$ �N �$ 4△ �N �$ �N �$ �N �$ �で，その相似比は

　　　　　　　　�：FRVK

　ゆえに　　 �N �$ �N �$  N$ �N �$ FRVK

　VLQK 
�

(Q
�であるから

　　　　　　FRVK ( �� �VLQ K  ) ��
�

Q

　よって　　 N$ �N �$  �$ �$
�N �

� 
FRVK  
�

(Q

�N �

� �) ��
�

Q

　 NK �と� �N �K �のなす角は�S�K�であるから

　　　　　　 NK ･ �N �K  NK � �N �K � FRV � 
�S K

　　　　　���　　　　 
�

(Q

�N �

� �) ��
�

Q
�
�

(Q

N

� �) ��
�

Q � 
�FRVK

　　　　　��　　　　� �
�

Q

N

� ���
�

Q

���　 Q6  
 N �

Q

& ･NK �N �K  �
�

Q  N �

Q

&
N

� ���
�

Q
 �

�

Q
� � ���

�

Q � ���
Q

� ���
�

Q

�� � ���
�

Q

　　　 
�Q �

� ���
�

Q
���

�

Q

　ここで　　
�Q 

OLP

�Q �

� ���
�

Q
 

�Q 

OLP

�Q �

� �
�Q �

Q

　　　　　　　　　　　　　 
�Q 

OLP

�
�Q �

� �
Q

�Q �

 
�Q 

OLP

�
�Q �

� ���
�

�Q �

　　　　　　　　　　　　　 
�Q 

OLP

�
�Q �

� ���
�

�Q �

�

� ���
�

�Q �

 
�

H

　ゆえに　　
�Q 

OLP Q6  

�Q 

OLP � ���

�Q �

� ���
�

Q
�
�

Q
 
�

H
��

17

S　���　 �5  �， �U  
�

�
　　���　� �S

 解説

�

Q5

S

Q

Q5

&

&

QU

S

Q

>�@ >�@

�� QU

図�>�@�から　　�� 
� Q5 VLQ
S

Q
 Q5 　　　　よって　　 Q5  

VLQ
S

Q

�� VLQ
S

Q

図�>�@�から　　�� 
� QU VLQ
S

Q
 QU 　　　　���よって　　 QU  

VLQ
S

Q

�� VLQ
S

Q

���　 �5  

VLQ
S

�

�� VLQ
S

�

 

�

�

��
�

�

 �，　 �U  

VLQ
S

�

�� VLQ
S

�

 

�

�

��
�

�

 
�

�

���　
S

Q
 K�とおくと

　　 Q5 � QU  
VLQK

�� VLQK
�

VLQK

�� VLQK
 

�VLQK � 
�� VLQK VLQK � 
�� VLQK

�� �VLQ K

　　　　　�� 
� �VLQ K

�FRV K

　
S

Q
 K�から　　Q 

S

K

　Q 
�のとき，K ��であるから

　　
�Q 

OLP �Q � 
�Q5 QU  

�K �
OLP

�S
�K
･
� �VLQ K

�FRV K
 

�K �
OLP� �S ･

�

� �
VLQK

K
･
�
�FRV K

　　　　　　　　　� � �S ･
�� ･
�
��
 � �S

１

S　
�

�
S

 解説

[�

�\

�2
[

S�[

VLQ[
VLQ�Q[

��[�
S

�
�より　　���Q[��QS

この範囲で�VLQ�Q[�VLQ[ �を満たす条件は

　[��NS��Q[��S 
�[ ��NS

　　　　　　　　　　　　�N �，�，……，Q���

よって　　
�NS

��Q �
�[� � 
��N � S

��Q �

　　　　　　　　　　　　�N �，�，……，Q���

区間の長さの総和� Q6 �は

　 Q6  
 N �

�Q �

& � ��� 
��N � S

��Q �

�NS

��Q �
 

S

��� �Q �  N �

�Q �

& � 
����N �Q �

　　 
S

��� �Q � ���  N �

�Q �

& N ��
 N �

�Q �

& � 
��Q �  
S

��� �Q � ���･
�

� �Q 
�� Q���Q �
�� Q

　　 
�� �Q Q

��� �Q �
S

ゆえに　　
�Q 

OLP Q6  

�Q 

OLP

��
�

Q

���
�
�Q

S 
�

�
S

２

S　���　\ 
��(� D �

��D (�
�[ 
�D � �D 　　���　�

 解説

$�� 
D， �D

&�� 
D，�

\

2
[

@7 � 
D

\ �[

%

���

K
6 � 
D

���　\ �[ �から　　\ � �[

　点�$�における接線と，[�軸の正の向きとのなす

　角を�K�とすると　　WDQK �D

　よって，@の傾きは　　

　　WDQ � 
�K ���  
�WDQK WDQ���

�� WDQKWDQ���

　　　　　　　�� 

��D
�

(�

�� ･�D
�

(�

 
��(�D �

��D (�

　ゆえに，@の方程式は　　\� �D  
��(� D �

��D (�
�[ 
�D

　すなわち　　\ 
��(� D �

��D (�
�[ 
�D � �D

���　6 � 
D  ' �
D
�[ G[ 

�

D

� �
�[

�
 

�D

�

　点�%�の�[�座標を�E�とすると　　 �[ ��
��(� D �

��D (�
�[ 
�D �� �D  �[ 
�D �[ 
�E

　よって　　D�E 
��(� D �

��D (�
　　　ゆえに　　E �D�

��(� D �

��D (�
　……�①

　また　　7 � 
D  ' E
D

� ��� 
�[ D � 
�[ E G[ �' E

D

� 
�[ D � 
�[ E G[ 
�

�
�

� 
�D E
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　ゆえに，①�から

　　　
�D 

OLP

7 � 
D

6 � 
D
 

�D 

OLP

�
� 
�D E

� �D
 

�D 

OLP
�

�

�

� ��� � ����

�(� �
�

D

��D (�
 
�

�
･
��  �

３

[�

�\

�2

�

�

S　�図���境界線上の点は，[�軸，\�軸と直線�\ [�

　　　を除き，他は含む

 解説

\!��であるから，漸化式の両辺を� �Q �\ �で割ると　　
�Q �D
�Q �\
 

[

\
･

QD
Q\
��

QD
Q\
 QE �とおくと　　 �Q �E  

[

\ QE ��， �E  
�D
�\
 �

この漸化式を変形すると　　 �Q �E �
\

�\ [
 

[

\ � QE ��
\

�\ [

よって，数列�� QE ��
\

�\ [
�は，初項� �E �

\

�\ [
 �

\

�\ [
，公比�

[

\
�の等比数列である

から　　　　　　　　 QE �
\

�\ [
 �

\

�\ [

�Q �

� �
[

\

ゆえに　　 QE  �
\

�\ [

�Q �

� �
[

\
�

\

�\ [
 

\

�\ [ �� ��
�Q �

� �
[

\

よって　　 QD  
Q\ QE  

�Q �\

�\ [ �� ��
�Q �

� �
[

\
　……�①　

>�@　��[�\�のとき

　��
[

\
���であるから　　

�Q 

OLP � ���

�Q �

� �
[

\
 �

　よって，数列�� �QD �が有限の値に収束するための条件は，数列�� �
�Q �\ �が有限の値に収

　束することである。

　したがって　　��\��

　��[�\�であるから　　��[�\��　……�②

>�@　��\�[�のとき

　①�を変形して　　 QD  
�Q �[ �\

�\ [ �
�Q �

� �
\

[ ���

[�

�\

�2

�

�

　��
\

[
���であるから　　

�Q 

OLP � ��

�Q �

� �
\

[
�  ��

　よって，数列�� �QD �が有限の値に収束するための条件　

　は，数列�� �
�Q �[ �が有限の値に収束することである。

　したがって　　��[��

　��\�[�であるから　　��\�[��　……�③

以上から，点�� 
[，\ �の存在範囲は，②，③�の不等式

が表す領域で，右の図の斜線部分。ただし，境界線上

の点は，[�軸，\�軸と直線�\ [�を除き，他は含む。
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S　���　S �E，T D��E，U �D�E

　　　���　E ��のとき�
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Q

& N[  D�
�

�
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　　　　D ��のとき�
 N �

Q

& N[  E�
�

�
�

�

�Q �
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　　���　
�

�
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�

�
E

 解説

���　 N[  
S

N
�

T

�N �
�

U

�N �
�から　　

��DN �E

N� 
�N � � 
�N �
 

S

N
�

T

�N �
�

U

�N �

　両辺に�N�N 
�� �N 
�� �を掛けると

　　　　　　　�DN��E S�N 
�� �N 
�� �TN�N 
�� �UN�N 
��

　すなわち　　�DN��E �S�T 
�U �N ���S��T 
�U N��S

　よって， N[  
S

N
�

T

�N �
�

U

�N �
�がすべての自然数�N�について成り立つとき

　　　　　　　� S�T�U，�D �S��T�U，�E �S

　ゆえに　　　S �E，T D��E，U �D�E

���　E ��のとき，����から　　S �，T D，U �D

　このとき　　 N[  
D

�N �
�

D

�N �
 D�

�

�N � ��
�

�N �

　したがって，Q���のとき

　　　
 N �

Q

& N[  D
 N �

Q

& � ��
�

�N �

�

�N �

　　　　　�� D��
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
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�
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�

�
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�

Q

�

�Q �
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�
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�

�Q �
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�

�
�
�

�
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　　��　　 D�
�

�
�

�

�Q � ��
�

�Q �
　……�①

　また，D ��のとき，����から　　S �E，T ��E，U E

　このとき

　　　　 N[  
�E

N
�
�E

�N �
�

E

�N �
 E�

�

N
�

�

�N � ��
�

�N �

　　　　　 E�
�

N
�

�

�N �
�

�

�N � ��
�

�N �

　　　　　 �E�
�

N ��
�

�N �
�E�

�

�N � ��
�

�N �

　よって　　
 N �

Q

& N[  �E
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Q

& � ��
�

N

�

�N �
�E

 N �

Q

& � ��
�

�N �
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�N �
　……�②

　ここで
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Q
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�

N

�
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 �
�

� ��
�

�
��
�

� ��
�

�
�……��
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�Q � ��
�

Q
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�
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�
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�

�Q �

　また，Q���のとき，①�から　　
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Q

& � ��
�

�N �

�
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�

�
�

�

�Q �
�

�

�Q �

　ゆえに，Q���のとき，②�から

　　　　
 N �

Q

& N[  �E�� ��
�

�Q �
�E�

�

�
�

�

�Q � ��
�

�Q �

　　　　　　�� E�
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�
�

�

�Q �
�

�

�Q � ��
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　……�③
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N
�
�D �E

�N �
�

��D E
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　したがって　　 N[  D�
�

�N � ��
�

�N �
�E�

�

N
�

�

�N � ��
�

�N �

　よって，①，③�から，��以上の自然数�Q�に対して
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Q

& N[  D
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Q

& � ��
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�N �

�

�N �
�E

 N �

Q

& � ���
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�
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�
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�
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�Q �
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　ゆえに　　
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�
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 解説

[�

�\

2

\ �[

N$

�N �$

�N �$

�N �$

N7

�N �7

���　直線� N$ �N �$ �の傾きは

　��　　　　
���N �D �

ND

��N �D ND
 �N �D � ND

　また，\ �[ �から　\ � �[

　点� �N �$ �における�&�の接線と直線� N$ �N �$ �が平行

　であるから

�����������　　　� �N �D  �N �D � ND

　よって　　 �N �D  
�

� � �N �D 
� ND 　……�①

　　　　　　 �N �$ N$  � ND � �N �D �，� �
ND 
� �

�N �D ，

　　　　　　 �N �$ �N �$  � �N �D � �N �D �，� �
�N �D 
� �

�N �D

　�から

　 N7  
�

� � ND 
� �N �D �
�

�N �D 
� �
�N �D �� �N �D 
� �N �D �

�
ND 
� �

�N �D

　　 
�

� � ND 
� �N �D � �N �D 
� �N �D � �N �D 
� �N �D �� �N �D 
� �N �D � ND 
� �N �D � ND 
� �N �D

　　 
�

� � ND 
� �N �D � �N �D 
� �N �D � �N �D 
� ND

　ここで，�①�を代入すると

　　　　　　 N7  
�

� � ND ��
��N �D ND

� � �N �D ��
��N �D ND

�
�� �N �D 
� ND

　　　　　　　 
�

�
���N �D ND

　したがって

　　　　　　 �N �7  
�

�
���N �D �N �D  
�

�

�

�
��N �D ND

� �N �D  
�

��
���N �D ND

　よって　　
�N �7

N7
 
�

�

���　直線� �$ �$ �の方程式は　\ � �D 
� �D [� �D �D
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　 �D � �D �から　6 ' �D

�D

� ���� 
��D �D [ �D �D
�[ G[ ' �D

�D

� ��� 
�[ �D � 
�[ �D G[
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�
�
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��D �D

　よって　　 �7  
�

�
���D �D  
�

�
�
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��D �D  
�

�
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　����より，
�Q 

OLP

 N �

Q

& N7 �は，初項� �7  
�

�
6，公比�

�

�
�の無限等比級数の和であるから

　　　　　　
�Q 

OLP

 N �

Q

& N7  

�

�
6
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�
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�

�
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６

S　���　略　　���　%& 
�(� �

�
�D 
�F� 　　���　

�� (�
�

[　　���　
�� (�
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 解説

$

%

& '

(

)

[

D

F

\
2

���　正五角形�$%&'(�の外接円の中心を�2�とすると，

　�$2% 
�S

�
�であるから，円周角の定理により

　　　　　　�$&% 
S

�

　△$%&�は�$% %&�の二等辺三角形であるから

　　　　　　�&$% 
S

�
，

　　　　　　�$%& 
�

�
S

　また，線分�$&�と線分�%'�の交点を�)�とすると，

　�&%) �%&) 
S

�
�より，△&)%�は�&) )%�の二等辺三角形であるから

　　　　　　�%$& �%&$ �)&% �)%& 
S

�

　よって　　△$%&�4�△&)%

　ゆえに　　$%：&) $&：&%

　したがって　　$%･&% &)･$&

　$% &% [，$& \，&) $&�$) \�[�であるから　　 �[  \�\ 
�[

���　$%6(&，&'6%(�であるから

　　　　　　%& %(�(& 
%(

&'
&'�

(&

$%
$% 

\

[
�D 
�F�

　����より， �\ �[\� �[  ����[!�，\!���であるから　　
�

� �
\

[
�

\

[
�� �

　これと�
\

[
!��より　　

\

[
 
�� (�
�

　したがって　　%& 
�(� �

� �D 
�F�

���　 �5 �の���辺の長さは

　　　　　　　　$&��･&) \���\ 
�[  �[�\ �� ��
�� (�
�

[

　　　　　　　　　　　　　� 
�� (�
�

[

���　����より， �5 �と� �5 �の相似比は��：
�� (�
�

�であり， Q5 �と� �Q �5 �の相似比は，これと

　等しい。

　よって　　 �Q �6  
�

� �
�� (�
�

Q6  
�� �(�
�

Q6

　ゆえに　　 Q6  
�Q �

� �
�� �(�
� �6

　したがって，
�Q 

OLP

�

�6  N �

Q

&
�N �

� 
�� N6  
�Q 

OLP

 N �

Q

&

�N �

� ��
�� �(�
�

�であり，これは初項��，

　公比��
�� �(�
�

�の無限等比級数と等しい。

　����
�� �(�
�

���であるから，この無限等比級数は収束し，求める極限値は

　　　　　　
�

�� � ��
�� �(�
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 解説
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� �
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�
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OLP
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� ���
�

Q
�において，

�

Q
 K�とおくと�，Q� �
�のとき�K� ���であるから
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Q
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�
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�
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　また，
�Q 

OLP

Q

� ���
�
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�において����

�

Q
 N�とおくと���Q� �
�のとき�N� ���であるから

　　　　　　　
�Q 

OLP
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�
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�
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　よって　　　
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�
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S　���　Q�が偶数のとき�S � 
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Q
�Q ��

，Q�が奇数のとき�S � 
Q  
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�Q � � 
�Q �

�Q ��

　　　���　
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 解説

���　表を�○，裏を���で表し，その上段には投げる人�$，%�をかいて表すこととする。

　>�@　%�が���点で�$�が勝利するとき

　　コインを投げる人とコインの表裏の出方は次のようになる。

$�%�$�%�……�$�%�$�$�%�$�%�……�$�%�$

�����……���○�����……���○

偶数回 偶数回

　　このとき，  Q �N���N�は自然数���とおける。

　　�，�，……，� 
��N � �回目のどこかで表を���回出し，�N�回目で表を出せばよいから

　　　　　S � 
Q  N
�N

� �
�

�
 

Q

�
･

Q

� �
�

�
 

Q
�Q ��

　>�@　%�が���点で�$�が勝利するとき

　　コインを投げる人とコインの表裏の出方は次の���通りとなる。

$�%�……��$�%�%�$�……�%�$�$�%�……�$�%�$

���……��○���……��○���……���○

奇数回 偶数回奇数回

�L�

$�%�……��%�$�$�%�……�$�%�%�$�……�$�%�$

���……��○���……��○���……���○

偶数回 奇数回奇数回

�LL�

　　どちらも，  Q ��N ����N�は���以上の自然数���とおける。

　　�L��のとき，�，�，……，�N�回目のどこかで表を���回出し，� 
��N � �回目で表を出せ

　　ばよい。

　　�LL��のとき，�，�，……，� 
��N � �回目のどこかで表を���回出し，� 
��N � �回目で表を

　　出せばよい。
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� �N&
��N �

� �
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� �
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�Q �

�
�

Q

� �
�

�
 � 
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� �，  S � 
� ��であるから，これは�  Q �，��のときも成り立つ。
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Q
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Q�が偶数のとき
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����� 
Q�が奇数のとき
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1
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1  ������������

�
��

……
�1 �
�1 ��

�1 �
1�

1
�1 ��

　これらより　　 �7 � 
1
�

�
7 � 
1  �

 Q �

1

&
�
Q�

1
�1 ��

　　　　　　�　��
�

�
7 � 
1  

�

�
･ �

��
1

� �
�

�

��
�

�

1
�1 ��

　　　　　　　　7 � 
1  �
�

� � ���
�
1�

1

�･
1�
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　同様に　　 �8 � 
1
�

�
8 � 
1  �

 Q �

1

&
� 
�Q � � 
�Q �

Q�  Q �

1

&
� 
�Q � � 
�Q �

�Q ��

　　　　　　
�

�
8� 
1  

 Q �

1

&
�� 
�Q � � 
�Q � � 
�Q � � 
�Q �
Q�

� � 
�1 � � 
�1 �
�1 ��

　　8 � 
1  �
�

�  Q �

1

&
��Q �
Q�

���1 �1 �

�･
1�

　　　　�� �
�

�  Q �

1

&
Q
Q�

��

�  Q �

1

&
�
Q�

���
�1

�･
1�

1
1�

�

�･
1�

　　　　� �
�

� � ��7 � 
1
�

�

��

�
･
�

��

��
�1 �

� �
�

�

��
�

�

���
�1

�･
1�

1
1�

�

�･
1�

　　　　� ��
�

�
7 � 
1

�

�

�

� � ���
�
�1 ��

���
�1

�･
1�

1
1�

�

�･
1�

　よって　　
�1 

OLP 7 � 
1  

�

�
，

�1 

OLP 8 � 
1  

�

�
･ ��
�

�

�

�

�

�
 
�

��

　ゆえに　　
�1 

OLP

 Q �

�1

& S � 
Q  
�1 

OLP � ��7 � 
1 �8 � 
1  �

�

�
�･
�

��
 
��

��

　一方　　
�1 

OLP

 Q �

��1 �

& S � 
Q  
�1 

OLP � ��

 Q �

�1

& S � 
Q S � 
��1 �  
�1 

OLP � ��

 Q �

�1

& S � 
Q
�1� 
��1 �

��1 ��

　　　　　　　　　　　� 
�1 

OLP � ��

 Q �

�1

& S � 
Q
�

�
･

��1 1
1�

 
��

��

　以上から　　
 Q �




& S� 
Q  
��

��

　V　本解答では�  
�1 

OLP

P1
1D

���� !D �，P�は自然数��を，証明をせずに用いた。

９

S　
�Q 

OLP QD  

��H ，
�Q 

OLP QE  �

 解説

�[ �[�
�Q �
�Q
 �[ ��

�

Q �[�� ��
�

Q
�であるから，[ 

�

Q
，��

�

Q
�をそれぞれ

�Q[  Q3 � 
[ �[ ��
�

Q �[�� ��
�

Q
� QD [� QE �　に代入すると

　　　
�

Q
QD � QE  

�Q

� �
�

Q
　……�①，　�� ��

�

Q
QD � QE  

�Q

� ���
�

Q
　……�②

②�①�から

　　　�� ��
�

Q
QD  

�Q

� ���
�

Q
�

�Q

� �
�

Q
　　よって　�� ��

�

Q
QD  

�

� �
Q

� ���
�

Q
�
�
�QQ

�Q 

OLP

Q

� ���
�

Q
 

�Q 

OLP

��

� �
�Q

� ���
�

�Q
 ��H 　であるから　　�

�Q 

OLP QD  

��H

よって，①�から　　
�Q 

OLP QE  

�Q 

OLP � ��

�
�QQ

�

Q
QD  �

10

S　���　 �Q3  
�

�
�
�

�

�Q

� ���
�

�Q
　　���　

�

�
�
�

�H

 解説

���　��が���として伝わるのは，�Q�回の伝達のうち，�N�回�����N�Q��の逆転がある場合

　で，その確率を� �N4 �とすると

　　　　　　 �N4  �N�Q&
��Q �N

� ���
�

�Q

�N

� �
�

�Q

　よって　　 �Q3  
 N �

Q

& �N4  
 N �

Q

& �N�Q&
��Q �N

� ���
�

�Q

�N

� �
�

�Q

　また，二項定理により

　　　　 �Q
� 
�D E  �QD � ��Q&

��Q �D E� ��Q&
��Q �D �E �……� �Q�Q&

�QE

　　　　 �Q
� 
�D E  �QD � ��Q&

��Q �D E� ��Q&
��Q �D �E �……� �Q�Q&

�QE

　辺々を加えて

　　　　 �Q
� 
�D E � �Q

� 
�D E  ��
�QD � ��Q&

��Q �D �E �…… 
� �Q�Q&
�QE

　すなわち　　
 N �

Q

& �N�Q&
��Q �ND �NE  

�

�
�Q

� 
�D E �
�

�
�Q

� 
�D E

　この等式を用いて

　　　　 �Q3  
�

�

�Q

� ��� ���
�

�Q

�

�Q
�
�

�

�Q

� ��� ���
�

�Q

�

�Q
 
�

�
�
�

�

�Q

� ���
�

�Q

���　�
�

�Q
 K�とおくと，Q� �
�のとき　K� �� �

　よって　　　　
�Q 

OLP

�Q

� ���
�

�Q
  

�K ��
OLP

��

� �
�
K

� 
�� K
�

H

　したがって　　
�Q 

OLP �Q3  

�

�
�
�

�
･
�

H
 
�

�
�
�

�H

11

S　���　 QD  
Q

�Q �
　　���　 Q%  

�

� 
�Q � � 
�Q �
， Q&  

�Q �Q � 
��Q �
�Q �

� 
�Q � � 
�Q � � 
�Q �

　　　���　
�

H

 解説

���　 QI � 
[  
�Q �[ �� 
�[  �Q �[ � �Q �[ �から　　 QI ��� 
[  �Q 
�� Q[ ��Q 
�� �Q �[

　よって，点�� 
QD ， QI � 
QD �における接線の方程式は

　　　　　　\� �Q �
� 
QD �� 
� QD  ��Q 
�� Q

� 
QD ��Q �
�� �Q �
� 
QD �[ 
� QD

　これが原点を通るとき　　

　　　　　　�� �Q �
� 
QD �� 
� QD  ��Q 
�� Q

� 
QD ��Q �
�� �Q �
� 
QD �� 
� QD

　ゆえに　　� �Q �
� 
QD �� 
� QD  �� 
�Q � �Q �

� 
QD ��Q 
�� �Q �
� 
QD

　両辺を� �Q �
� 
QD ��� 
!� �で割ると　　�� 
�� QD  �� 
�Q � ��Q 
�� QD

　よって　　�Q 
�� QD  Q　　　　Q��!��から　　 QD  
Q

�Q �

���　��[���の範囲で， QI � 
[  
�Q �[ �� 
�[ ���であるから

　　　　 Q%  ' �
�

QI � 
[ G[ ' �
�

� 
��Q �[ �Q �[ G[ 
�

�

� ��
�

�Q �
�Q �[

�

�Q �
�Q �[

　　　　　� 
�

�Q �
�

�

�Q �
 

�

� 
�Q � � 
�Q �

　��
Q

�Q �
���であるから　�� QD ��

　よって　　 Q&  ' �
QD

QI � 
[ G[ ' �
Q
�Q �

� 
��Q �[ �Q �[ G[ 
�

Q
�Q �

� ��
�

�Q �
�Q �[

�

�Q �
�Q �[

　　　　　　　� 
�Q �Q

� 
�Q � �Q �
� 
�Q �

�
�Q �Q

� 
�Q � �Q �
� 
�Q �

　　　　　　　� 
�Q �Q � ��� 
�Q � � 
�Q � Q� 
�Q �

�Q �
� 
�Q � � 
�Q � � 
�Q �

 
�Q �Q � 
��Q �
�Q �

� 
�Q � � 
�Q � � 
�Q �

���　
�Q 

OLP

Q&

Q%
 

�Q 

OLP �

�Q �Q � 
��Q �
�Q �

� 
�Q � � 
�Q � � 
�Q �
� 
�Q � � 
�Q �

　　　　　��� 
�Q 

OLP

�Q �Q � 
��Q �
�Q �

� 
�Q �
 

�Q 

OLP

��
�

Q
Q

� ���
�

Q

�

� ���
�

Q

 
�

H
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S　���　 Q$  
�/

�QWDQ
S

Q

　　���　 Q/  �/ �SU， Q6  ��Q$ /U �SU 　　���　
�

�S

 解説

$ %

2

0

�S

Q

/

Q

���　 Q3 �に外接する円の中心を�2�とする。

　 Q3 �のある���辺を�$%�とし，その中点を�0�とする。

　△2$%�は二等辺三角形であり， Q3 �は，△2$%�と合

　同な�Q�個の二等辺三角形に分割できる。

　�$2% 
�S

Q
�であるから　　�$20 

S

Q

　$% 
/

Q
�より　　$0 

/

�Q

　よって　　20 
$0

WDQ�$20
 

/

�QWDQ
S

Q

　ゆえに　　 Q$  Q･△2$% Q･
�

�
･$%･20  

Q

�
･
/

Q
･

/

�QWDQ
S

Q

 
�/

�QWDQ
S

Q

Q3

U

Q4
/

Q

���　 Q4 �における� Q3 �の各頂点付近は右の図のように

　なっている。各頂点付近の斜線部分の扇形をすべ

　て合わせると，半径�U�の���つの円となる。

　よって　　 Q/  �/ �SU

　　　　　　 Q6  �Q$ U･
/

Q
･ �Q

�SU  ��Q$ /U �SU

���　
�Q 

OLP Q$  

�Q 

OLP

�/

�QWDQ
S

Q

 
�Q 

OLP

�/

�S
･

S

Q

WDQ
S

Q

　  
S

Q
W�とすると

　　　　
�Q 

OLP

�/

�S
･

S

Q

WDQ
S

Q

 
�W ��
OLP

�/

�S
･

W

WDQW
 
�W ��
OLP

�/

�S
･

W

VLQ W
･FRVW  

�/

�S

　よって　　
�Q 

OLP  Q$

�/

�S

　ゆえに　　
�Q 

OLP

Q6
�

� 
Q/
 

�Q 

OLP

��Q$ /U �SU
�

� 
�/ �SU
 

��
�/

�S
/U �SU

�
� 
�/ �SU

　　　　　��　　　　　 
���/ �S/U � �S �U

�S �
� 
�/ �SU

 
�

� 
�/ �SU

�S �
� 
�/ �SU

 
�

�S
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13

S　���　 QD  
Q� ��　　���　WDQ QK  

Q�

��･��
�Q� ･�

Q� �
　　���　略　　���　

�

��

 解説

���　 �Q �D  � QD ���を変形すると　　 �Q �D �� �� QD 
��

　よって，数列�� QD ��� �は初項���� �，公比���の等比数列であるから

　　　　　　　　 QD �� �･
�Q ��  Q�

　したがって　　 QD  
Q� ��

���　 QS  � 
QD ， �Q �D �と�[�軸の正の向きとのなす角を� QD �とおくと

　　　　　　　　WDQ QD  
�Q �D

QD
 

�� QD �

QD
 ��

�

QD
!�

　また　　　　　�� QD �
S

�

　同様にして， �Q �S  � 
�Q �D ， �Q �D �と�[�軸の正の向きとのなす角を� �Q �D �とおくと

　　　　　　　　WDQ �Q �D  
�Q �D

�Q �D
 ��

�

�Q �D
!�

　また　　　　　�� �Q �D �
S

�

　 �Q �D ! QD !��であるから　　��
�

�Q �D
�
�

QD

　よって　　��WDQ �Q �D �WDQ QD ，�� �Q �D � QD �
S

�

　 QK  QD � �Q �D ， QK 

S

�
�であるから

　　　　　　WDQ QK  WDQ � 
�QD �Q �D  
�WDQ QD WDQ �Q �D

�� WDQ QD WDQ �Q �D

　　　　　　　　　 

�
�

QD

�

�Q �D

�� � ���
�

QD � ���
�

�Q �D

 
��Q �D QD

�QD �Q �D � 
�� �Q �D � � 
�� QD �

　　　　　　　　　 
�� 
�� QD � QD

�QD � 
�� QD � � 
�� QD � � 
�� QD �
 

QD ��

���� �
QD �� QD �

　　　　　　　　　 
Q�

���� �
� 
�Q� � ��� 
�Q� � �

 
Q�

��･��
�Q� ･�

Q� �

���　�� �Q �D � QD �
S

�
， QK  QD � �Q �D �であるから　　�� QK �

S

�

　よって　　�� QK �WDQ QK

　����から　　
�Q 

OLP WDQ  QK

�Q 

OLP

Q�

��･��
�Q� ･�

Q� �
 

�Q 

OLP

�
Q�

����
�
Q�

�
�Q�

 �

　したがって，はさみうちの原理により　　
�Q 

OLP  QK �

���　
�Q 

OLP  Q� QK

�Q 

OLP � �･

QK

VLQ QK
Q� VLQ QK  

�Q 

OLP � �･

QK

VLQ QK
Q� FRV QK WDQ QK

　　　　　　 
�Q 

OLP � �･･

QK

VLQ QK
FRV QK

�Q�

��･��
�Q� ･�

Q� �

　　　　　　 
�Q 

OLP

� �
･･

QK

VLQ QK
FRV QK

�

����
�
Q�

�
�Q�

 
�

��
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S　���　
�

�
　　���　

�

S

 解説

[�

�\

�2

Q3
Q$

�Q �$

�Q �$

Q4
�Q �3

�Q �3

�Q �4

�Q �4

S
�Q ��

���　� Q$ 2 �Q �$  
S
Q�
�

S
�Q ��
 

S
�Q ��

　よって　　 �Q �3 Q4  �Q �23 VLQ
S
�Q ��

　　　　　 Q23 VLQ
S
�Q ��
FRV

S
�Q ��

　……�①

　また　　 �Q �23  Q23 FRV
S
�Q ��

　ゆえに　�
�Q �3 �Q �4

�Q �3 Q4
 

�Q �23 VLQ
S
�Q ��
FRV

S
�Q ��

Q23 VLQ
S
�Q ��
FRV

S
�Q ��

　　　　　　　　　　� 
Q23 FRV

S
�Q ��
VLQ

S
�Q ��
FRV

S
�Q ��

Q23 VLQ
S
�Q ��
FRV

S
�Q ��

 

VLQ
S
�Q ��
FRV

S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

　　　　　　　　　　� 

�

�
VLQ

S
�Q ��

VLQ
S
�Q ��

 
�

�

[�

�\

�2

�$ �� 
�，�

�3

�$

�3
�4

�

�

�

�
S

�

���　����から　　 �Q �3 �Q �4  
�

�
�Q �3 Q4

　ここで，右の図から　　 �3 �4  
�

�

　よって，数列�� ��Q �3 Q4 �は�初項� �3 �4  
�

�
，公比�

�

�
�の

　等比数列であるから　　 �Q �3 Q4  
�
Q�

　ここで，①�から　　 Q23 VLQ
S
�Q ��
FRV

S
�Q ��
 �Q �3 Q4

　ゆえに　　 Q23  

�
Q�

�

�
VLQ

S
Q�

 

�
�Q ��

VLQ
S
Q�

　したがって　　
�Q 

OLP Q23  

�Q 

OLP

S
Q�

S

�
VLQ

S
Q�

 
�

S
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S　�H 
�� ( �� �S

 解説

��
�

Q

�3

�3

�3

2

S

Q

�

△ �23 �3 �において余弦定理により

　　　　　 �
�D  ��

�

� ���
�

Q
��･�･�� ��

�

Q
FRV

S

Q

よって　　 �D  ) ���� ���
�

Q

�
�Q
�� ���

�

Q
FRV

S

Q

　　　　　　 ) �
�
�Q
�� ���

�

Q � ��� FRV
S

Q

条件��$��から　△ �N �23 N3 4△ �23 �3 　���N 
�Q

ゆえに，△ �N �23 N3 �において　　 N23  �� ��
�

Q �N �23 　���N 
�Q

よって　　 �N �23  
�N �

� ���
�

Q �23

ゆえに　　 ND  
�N �23

�23
� �D  

�N �

� ���
�

Q �D

数列�� �ND �は初項� �D ，公比���
�

Q
�の等比数列であるから

　　 QV  
 N �

Q

& ND  �D ･

�
Q

� ���
�

Q
�

�� ���
�

Q
�

 Q�
Q

� ���
�

Q ��� ) �
�
�Q
�� ���

�

Q � ��� FRV
S

Q

　　　 �
Q

� ���
�

Q ���* �� ･�� ���
�

Q

�� FRV
S

Q
�

� �
�

Q

ここで，
�

Q
 K�とおくと，Q� �
�のとき�K� ���であるから

　　　　　
�Q 

OLP

Q

� ���
�

Q
 

�K �
OLP

�
K

� 
�� K  H，

　　　　　
�Q 

OLP

�� FRV
S

Q
�

� �
�

Q

 
�K �
OLP

�� FRVKS
�K

 
�K �
OLP

�

� �
VLQKS

KS
･

�S

�� FRVKS
 

�S

�

したがって　　
�Q 

OLP QV  �H 
�� ( �� �S
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S　���　略　　���　略

 解説

J � 
[  I � 
[ �[�とおくと，J � 
[ �は連続で　　I � 
[  J � 
[ �[

���　不等式により　　 J � 
[ �J � 
D �[�D �
�

�
[�D

　よって　　�
�

�
[�D �J � 
[ �J � 
D �[�D�

�

�
[�D

　ここで　　K � 
[  �
�

�
[�D �[�D�J � 
D

　　　　　　　　��J � 
[ �
�

�
[�D �[�D�J � 
D  N � 
[

　のように�K � 
[ ，N � 
[ �を定める。

　[� �� 
�のとき��[ W�とおくと　W� �


　このとき　　�
�

�
[�D �[ �

�

�
W�D �W W� ���

�

�
��

D

W
� � �
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　よって，
�[ �

OLP K � 
[  
�であるから　　

�[ �

OLP J � 
[  


　また，[� �
�のとき　　
�

�
[�D �[ [� ��

�

�
��

D

[
� � �� 


　よって，
�[ 

OLPN � 
[  �
�であるから　　

�[ 

OLPJ � 
[  �


　すなわち　　
�[ �

OLP J � 
[  
，

�[ 

OLPJ � 
[  �


　ゆえに，中間値の定理により�J � 
F  ���すなわち��I � 
F  F�となる実数�F�が存在し，

　曲線�\ I � 
[ �は直線�\ [�と必ず交わる。

���　 �[ ， �[ �を任意の実数とし， �[ ! �[ �とする。

　　　　　　　J � 
�[ �J � 
�[  I � 
�[ � �[ ��I � 
�[ �� �[

　��　　　　　　�　　　　　� I � 
�[ �I � 
�[ �� �[ 
� �[

　 I � 
�[ �I � 
�[ �
�

� �[ � �[ �が成り立つならば

　　　　　　　I � 
�[ �I � 
�[ �
�

� � �[ 
� �[

　両辺から� �[ � �[ �を引いて

　　　　　　　I � 
�[ �I � 
�[ �� �[ 
� �[ ��
�

� � �[ 
� �[

　すなわち　　J � 
�[ �J � 
�[ ��
�

� � �[ 
� �[

　 �[ ! �[ �より��
�

� � �[ 
� �[ ���であるから

　　　　　　　J � 
�[ �J � 
�[ ��　すなわち　J � 
�[ �J � 
�[

　 �[ � �[ � !�J � 
�[ J � 
�[ �であるから，J � 
[ �は単調に減少し，����の交点はただ���つ

　しかない。

章末問題Ｃ
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