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 解説
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S　D �
�

�

 解説

��点��，D，E�が一直線上にあるとき，E ND�となる実数�N�がある。

���DL N�� 
��L �から　　���DL �N��NL

よって　　�� �N，D �N　　　これを解いて　　N �
�

�
，D �

�

�

４

S　略

 解説

] DE�DE �とすると

　　　　] �DE DE DE � DE D �E�D �E

　　　　　 DE�DE DE� DE ]

ゆえに，]�すなわち�DE� DE �は実数である。

Z DE�DE �とすると，Z
��で

　　　　Z �DE DE DE � DE

　　　　　 D �E� D �E DE�DE �� 
�DE DE

　　　　　 �Z

よって，Z�すなわち�DE�DE �は純虚数である。

５

S　���　(�　　���　(��

 解説

���　 ��L  ( ��� ��  (�

���　 E�D  �� 
��L ��� 
��L  ���L

　　　　��� ( ��� �� ＝(��

６

S　���　�　　���　�
�

�

 解説

���　] ] �]  �

���　 ��] �  ���より　　�] 
�� � 
�] �  ��

　したがって　　�] 
�� � ] 
��  ��

　よって　　　　]]��]��]�� ��

　����より，] ] ��であるから

　　　　　　　　����] 
� ] �� ��

　したがって　　���] 
� ]  �

　よって　　　　]� ] �
�

�

７

S　略

 解説

 D ��のとき，  �D ��であるから　　  DD �　すなわち　  
�

D
D

よって　　  ��D
�
�D

��D
�

� �
�

D
 ��D �

� 
D  ��D �D

��D �D �は実数であるから， ��D
�
�D
�は実数である。
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 解説
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右の図で，線分で囲まれた四角形はすべて平行四

辺形である。

このとき，����から�����の各点は，右図のようにな

る。

３

S　  D �����
�

�

 解説

��点�2�� �3 �� �3 �が同一直線上にある．

� �
�]

�]
�が実数� �  

�]

�]
�]

�]
� �  �] �] �] �]

よって　  � ��� L� 
��D � � 
��D � L � ��� L� 
��D � � 
��D � L
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したがって　  L� ��� 
��D � � 
�D � � �

ゆえに　  �� 
��D � � 
�D � � ��から　  � 
��D � � 
�D � �

よって　  D �����
�

�

T　��点��2�� �3 �� �3 �が同一直線上にあるから次の式を満たす実数が存在する�

　  ��D � L ��N LN� 
��D �

　D��N�が実数であるから　  �D � �N�……①　  �� N� 
��D � �……②

　①��②�から�N�を消去すると　  � 
�D � � 
��D �

�
��　　よって　  � 
��D � � 
�D � �

　ゆえに　  D �����
�

�

４

S　���　略　　���　略

 解説

���　Z ]]�D]� D] �とする。

　両辺の共役複素数を考えると

　　　　　　　Z ��]] D] D] ]] �D] � D]

　　　　　　　　 ] ]� D]�D] ]]�D]�D]

　　　　　　　　 Z

　したがって，]]�D]�D] �は実数である。

　T　�] 
�D � ] 
� D  ]]�D]�D]�DD �から

　　　　　　　Z �] 
�D � ] 
�D �DD

　　　　　　　��� �] 
�D � 
�] D �DD

　　　　　　　��� ��] D � �D

　　したがって，]]�D]�D] �は実数である。

���　Y D]�D] �とする。

　D] �が実数ではないから　D] 
D]

　よって　D]
D]

　ゆえに　D]�D]
�

　すなわち　Y
�

　Y D]� D] �の両辺の共役複素数を考えると

　　　　　　Y �D] D] D] � D] �D]�D]

　　　　　　��� �Y

　したがって，D]�D]�は純虚数である。

５

S　���　①　(��　②　�　　③　�　　���　①　�(��　②　�(�

 解説

���　①　 ���L  ��� 
�� L  ( ��� �
� 
��  (��

　　②　 ��(� L  ( ��� �
� 
(�  (�  �

　　③　��L  ( �
� 
��  �

���　①　$% ��� 
��L ��� 
��L

　　　　　�� ����L  ( ��� 
�� ��

　　　　　�� �(��

���　②　$% �� 
��L ���� 
�L  ���L

　　　　　�� ( ��� �
� 
��  �(�

６

S　���　��　　���　�

 解説

���　] ] �]  ��  ��

���　 ]��  ��から　　 ��] �  ��

　よって　　　　�] 
�� � 
�] �  ��

　すなわち　　　�] 
�� � ] 
��  ��

　展開すると　　]]��]��]�� ��

　] ] ���を代入して整理すると　　��] 
� ]  ��

　したがって　　]� ] �

７

S　略

 解説
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D
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D
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D

�� �
� 
D

　　　�� 
D �D

� ��� �
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D

�D
 

D� 
DD

��D �
� 
DD

 
D �D

��D �D

　　　�� 
D

��D �
 

D

�� �D

よって，
D

�� �D
�は実数である。

１

S　���　���L　　���　
�

�
��L

 解説

���　�]�] ��] ]  �� �L ���L

���　条件式から　�]� ] ���L　……�①

　����から　�]�] ���L　　　���……�②

　①���②�から　�] ���L

　よって　] 
�

�
��L

　T　] D�EL �とおくと

　　　��D 
�EL ��D 
�EL  ���L

　　　　　　　　��D�EL ���L

　　　よって，D 
�

�
，E ��

　　　したがって，] 
�

�
��L

２

S　略

 解説

DE�が実数のとき　 DE DE

すなわち　DE DE

D
�，D
��から，両辺を�DD �で割ると

　　
E

D
 

E

D
　　すなわち　　� �

E

D
 

E

D

よって，
E

D
�は実数であるから，

E

D
 N�すなわち�E ND �となる実数�N�がある。

逆に，E ND�となる実数�N�があるとき，D
��から　
E

D
 N

よって，
E

D
�は実数であるから

　　� �
E

D
 

E

D
　　すなわち　　

E

D
 

E

D

両辺に�DD �を掛けると　DE DE

すなわち　 DE DE

したがって，DE�は実数である。

３

S　���　略　　���　�　　���　�

 解説

���　 ]��  ]��L �から　　 ��] �  ��] �L

　ゆえに　　　　�] 
�� � 
�] �  �] 
��L � 
�] �L

　よって　　　　�] 
�� � ] 
��  �] 
��L � ] 
��L

　展開すると　　]]��]��]�� ]]��L]��L ]��

　整理すると　　�� 
�L ] �� 
�� L ]

　ゆえに　　　　] �
�� L

�� L
] �

�
� 
�� L

� 
�� L � 
�� L
] �

��� �L �L

�� �L
] �

�L

�
]
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　　　　　　　　�� �L ]

　したがって　　]�L ] �

���　 ]��  � ]�� �から　　� ��] �  � ��] �

　変形すると　　�] 
�� � 
�] �  ��] 
�� � 
�] �

　　　　　　　　�] 
�� � ] 
��  ��] 
�� � ] 
��

　　　　　　　　]]�]� ]�� �]]��]��]���

　　　　　　　　]]��]��]�� �

　　　　　　　　�] 
�� � ] 
��  �

　よって　　 ��] �  �

　 ]�� ���であるから　　 ]��  �

���　 D  E  ��から　　 �D  �E  �　　　　ゆえに　　DD EE �

　よって　　D 
�

D
，E 

�

E
　……�①

　また， D�E  ��から　　 ��D E  �　　　　ゆえに　　�D 
�E �D 
� E  �

　①�を代入して　　�D 
�E �
�

D ��
�

E
 �　　　よって　　�D 
�E ･

�� 
�D E

DE
 �

　ゆえに　　 �
� 
�D E  DE　　　　したがって　　 �D �DE� �E  �

４

S　���　]� ] 
�

�
　　���　 ]��  �　　���　�

 解説

���　 ]��  ��から　 ��] �  ��

　よって　�] 
�� � 
�] �  ��

　　　　　�] 
�� �] 
��  ��

　　　　　] ]���] 
� ] �� ��

　ここで　 ]  ��から　]] �]  �

　ゆえに　����] 
� ] �� ��

　　　　　��] 
� ]  �

　よって　]� ] 
�

�

���　 ]��  � ]�� �の両辺を平方すると

　　 ��] �  � ��] �

　　�] 
�� � 
�] �  ��] 
�� � 
�] �

　　�] 
�� � ] 
��  ��] 
�� � ] 
��

　展開すると

　　]]�]� ]�� ��] ]���] 
� ] ���

　整理すると

　　�]]���] 
� ] ��� �

　　]]���] 
� ] �� �

　　�] 
�� � ] 
�� ���� �

　　�] 
�� � ] 
��  �

　　 ��] �  �

　よって　 ]��  �

���　 ��� DE � ��D E  �� 
� DE � 
�� DE ��D 
�E � 
�D E

　　　　　　　　　　　 �� 
� DE �� 
�DE ��D 
� E �D 
�E

　　　　　　　　　　　 ��DE�DE�DD ･EE�� 
���DD DE DE EE

　　　　　　　　　　　 �� �D �E � �D � �E  �� �E ��� �E  �

５

S　���　�　　���　L　　���　� (�
�
�
�

�
L， (�

�
�
�

�
L

 解説

���　] ] �]  ��  �

���　 ]�L  (� �から　 ��] L  �

　よって　　　�] 
�L � 
�] L  �

　すなわち　　�] 
�L �] 
�L  �

　展開すると　]]�L]�L ]�� �

　] ] ��を代入して整理すると　L�] 
� ]  ��

　よって　]� ] L

���　] D�EL �� 
D，E�は実数 �とおく。

　] D�EL �であるから　]� ] D�EL��D 
�EL  �EL

　����より，]� ] L�であるから　E 
�

�

　また， ]  ��であるから　 �D � �E  �

　E 
�

�
�を代入して　 �D  

�

�
　　よって　D �

(�
�

　したがって　] � (�
�
�
�

�
L， (�

�
�
�

�
L

１

S　略

 解説

2 � 
� ，$ � 
] ，% � 
] ，& � 
Z �とする。

2$�が対角線のとき

　] ]�Z�から　Z ]� ]　　ゆえに　Z �] ]  ]�] �Z

　よって，点�Z�は虚軸上にある。

2%�が対角線のとき

　] Z�]�から　Z ]�]　　ゆえに　Z �] ] ]� ] �Z

　よって，点�Z�は虚軸上にある。

2&�が対角線のとき

　Z ]� ] �から　Z �] ]  ]�] Z

　よって，点�Z�は実軸上にある。

以上から，題意は示された。

２

S　略

 解説

�D ]

�� D]
���を同値変形すると

　　　
�D ]

�� D]
��

　　　　　� � �
�D ]

�� D]
�

　　　　　� � ��D ] �� D]

　　　　　� � ���D ] ��� D]

　　　　　� � �� 
�D ] � 
�D ] � 
�� D] � 
�� D]

　　　　　� � ���D �] �� �D �]

　　　　　� � !� 
��D � � 
��] � �

D ���であるから　 �D ����

よって　 �] ����� � �] �

したがって，複素数�]�が�
�D ]

�� D]
���を満たすための必要十分条件は， ] ���である。

３

S　���　( ����U
�
�U � �U �U FRV � 
��K �K 　　���　略

 解説

���　 ��] �]  �� 
��U FRV �K �U FRV �K L� 
��U VLQ �K �U VLQ �K

　よって

　　　 ���] �]

　　 ��� 
��U FRV �K �U FRV �K
�

� 
��U VLQ �K �U VLQ �K

　　 ��
�U � 
��FRV �K

�VLQ �K
�
�U � 
��FRV �K

�VLQ �K �� �U �U � 
�FRV �K FRV �K VLQ �K VLQ �K

　　 ����U
�
�U � �U �U FRV � 
��K �K

　したがって　　  ��] �] ( ����U
�
�U � �U �U FRV � 
��K �K

���　 ����] �]
�

� 
��] �]
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　 �����U
�
�U � �U �U FRV � 
��K �K

�
� 
��U �U  � �U �U � ��FRV � 
��K �K �

　 ��� �FRV � 
��K �K ��より　　 �����] �]
�

� 
��] �] �

　すなわち　　 ����] �]
�

� 
��] �]

　 ���] �] �， ���] �] ��であるから　　 ���] �] ��] �]

U　����の不等式において，等号が成り立つのは　　  FRV � 
��K �K �

　すなわち�  ��K �K �QS�� 
Q�は整数 �のときである。

１

S　���　�(� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
　　���　�(� �FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　　　���　��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
　　　�����　��FRVS 
�LVLQS

 解説

���　 ��(� L  ( ��� �
� 
(�  (��  �(�

　また，偏角は　FRVK (�
�

，VLQK 
�

�

　��K��S�の範囲で�K�の値は　K 
S

�

　ゆえに　��(� L �(� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�

���　 ���L  ( ��� �
� 
��  (�  �(�

　また，偏角は　FRVK 
�

(�
，VLQK �

�

(�

　��K��S�の範囲で�K�の値は　K 
�

�
S

　ゆえに　���L �(� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

���　 �L  ( ��  �

　また，偏角は　FRVK �，VLQK �

　��K��S�の範囲で�K�の値は　K 
S

�

　ゆえに　�L ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�

���　��  �

　また，偏角は　FRVK ��，VLQK �

　��K��S�の範囲でK�の値は　K S

　ゆえに　�� ��FRVS 
�LVLQS

２

S　DE �(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S ，

D

E
 (� �FRV

�

��
S ��LVLQ

�

��
S

 解説

　　D �(� �
�

(� ��
�

(�
L  �(� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�
，

　　E ��
�

� �� (�
�

L  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S 　　と表される。

よって　　DE �(� ･��FRV� ��
S

�

�

�
S ��LVLQ� ��

S

�

�

�
S

　　　　　　� �(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S

　　　　　
D

E
 
�(�
� �FRV� ��

S

�

�

�
S ��LVLQ� ��

S

�

�

�
S

　　　　　　 (� �FRV� ��
��

��
S ��LVLQ� ��

��

��
S

�
��

��
S 

�

��
S��S�� 
�� �から　　

D

E
 (� �FRV

�

��
S ��LVLQ

�

��
S

３

S　FRV
S

��
 

�(� (�
�

，VLQ
S

��
 

�(� (�
�

 解説

��(� L，��L �をそれぞれ極形式で表すと

　　　　　　　��(� L ��
�

� �� (�
�

L  ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�

　　　　　　　��L (� �
�

(� ��
�

(�
L  (� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�

したがって　　
�� (� L
�� L

 
�

(� �FRV� ��
S

�

S

� ��LVLQ� ��
S

�

S

�

　　　　　　　　　　　 (� �FRV
S

�� ��LVLQ
S

��
　……�①

また　　　　　
�� (� L
�� L

 � 
�� (� L � 
�� L

� 
�� L � 
�� L
 

���� L (� L (�
�� �

　　　　　　　　　　　 
�(� �

�
�

�(� �

�
L　……�②

よって，①，②�から　　(� FRV
S

��
 

�(� �

�
，(� VLQ

S

��
 

�(� �

�

したがって　　FRV
S

��
 

�(� �

�(�
 

�(� (�
�

，VLQ
S

��
 

�(� �

�(�
 

�(� (�
�

４

S　���　�ア�　��(� ��� 
��(� L　　�イ�　����L

　　　���　原点を中心として��
S

�
�だけ回転し，原点からの距離を�(� �倍した点

 解説

���　求める点を表す複素数は

　�ア�　�FRV
S

� ��LVLQ
S

�
] �

(�
� ��

�

�
L �� 
��L  (� ��(� L�L��

　　　　　　　　　　　　� ��(� ��� 
��(� L

　�イ�　�FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
] �L�� 
��L  ����L

���　�� 
�L ] (� �
�

(� ��
�

(�
L ] (� �FRV� ��

S

� ��LVLQ� ��
S

�
]

　よって，点��� 
�L ] �は，点�]�を原点を中心として��
S

�
�だけ回転し，原点からの距離を

　�(� �倍した点である。

５

S　���　F �(� ��� 
�(� L　　���　] ����L，(� ��　　���　
S

�

 解説
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[�

�\

�2

D

E

E�

F

F�

[�

�\

�2

E�

F�

S

�

[�

�\

�2

D

F

F�

���　点�D�が原点�2�に移るような平行移動で，点�E，F�が

　それぞれ�E �，F ��に移るとすると

　　E � E�D ��� 
��L ��� 
��L

　　　 ����L

　　F � F�D

　点�F ��は，点�E ��を原点を中心として�
S

�
�だけ回転した点

　であるから

　　F � �FRV
S

� ��LVLQ
S

� ��� 
��L

　　　 �
�

� �� (�
�

L ��� 
��L

　　　 ��� 
�(� ��� 
�(� L

　よって

　　F F ��D

　　�� ��� 
�(� ��� 
�(� L��� 
��L

　　�� �(� ��� 
�(� L

[�

�\

�2

$

%

&

&
�

�

�

��

�
S

�

(� ��

S

�

���　点�&�は，点�$�を中心として点�%�を�
S

�
�または��

S

�
�

　だけ回転した点である。

　回転角が�
S

�
�のとき

　　　] �FRV
S

� ��LVLQ
S

� ��(� �� 
��L ���� �
�L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　������L

　　　�� 
�

� �� 
�(� L �(� 
�L ���L �L���L

　　　�� ����L

　回転角が��
S

�
�のとき

　　　] �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

� ��(� �� 
��L ���� �
�L ���L

　　　�� 
�

� �� 
�(� L �(� 
�L ���L (� �L���L (� ��

　したがって　　] ����L，(� ��

���　D ���L，E ��L，F ���L �とする。

　　
�F D

�E D
 

��� �L � 
�� �L

��� L � 
�� �L
 
�� L

�� L
 � 
�� L � 
�� L

� 
�� L � 
�� L
 

���� �L �L �L

�� �L

　　　　��� 
�� �L

�
 ��L

　偏角�K�の範囲を��S�K�S�として，��L �を極形式で表すと

　　��L (� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�

　よって　　�%$& 
S

�

６

S　���　� �
�

(�
，
�

(�
　　���　��， 
��

 解説

���　座標平面上の点�$�� 
�，� �は，複素数平面上で���L �と表される。

　点���L �を，原点�2を中心として�
S

�
�だけ回転した点を表す複素数は

　　　　　�FRV
S

� ��LVLQ
S

� �� 
�L  
�� L

(�
�� 
�L  

�� �L

(�

　したがって　　%�� �
�

(�
，
�

(�

���　3�� 
[，\ �として，複素数平面上で考えると，条件から

　　　　　　��(� ���� 
��(� L 
�� L

(�
��� 
�L ��[ �
�\L ��[ 
�\L

　よって　　��(� ���� 
��(� L 
�� �L

(�
��� ��

�� L

(�
�[ 
�\L

　両辺に�(� �を掛けて　　(� ����� 
��(� L ���L��(� �� 
�L �[ 
�\L

　ゆえに　　�(� �� 
�L �[ 
�\L  (� ����� 
��(� L

　よって　　[�\L 
��(� � � 
�� �(� L

��(� � L
 � ���(� � � 
�� �(� L � 
��(� � L

� 
��(� � L � 
��(� � L

　ここで　　� 
分子  �(� 
�� �(� 
�� ���(� 
�� ��� 
��(� �(� �
�� L��� 
��(�

　　　　　　　　�� ���(� ���� 
��(� L �� 
��(� �� 
��L

　　　　　　� 
分母  �
� 
�(� � �� ���(�

　ゆえに　　[�\L � 
�� �(� � 
�� �L

�� �(�
 ���L

　よって　　[ �，\ ��　　　　したがって　　3���， 
��

１

S　���　(� � ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S 　　���　�(� � ��FRV

�

�
S LVLQ

�

�
S

　　　���　�� ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S 　　���　�� ��FRV

S

�
LVLQ

S

�

　　　���　�� 
�FRVS LVLQS 　　���　�� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�

 解説

絶対値を�U�とする。

���　  U  ( ��� 
�� �� (�

　　  FRVK �
�

(�
，  VLQK

�

(�

　 �� �K �S�では　　  K
�

�
S

　よって　　  ��� L (� � ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S

���　  U  ( ��� �
� 
�� �(�

　　  FRVK  
�

�(�

�

(�
，  VLQK  �

�

�(�
�
�

(�

　 �� �K �S�では　　  K
�

�
S

　よって　　  �� �L �(� � ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S

���　  U  ( ��� 
�(�
�

� 
�� �

　　  FRVK � (�
�

，  VLQK �
�

�

　 �� �K �S�では　　  K
�

�
S

　よって　　  ��(� L �� ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S

���　  U  ( ��� �
� 
�(� �

　　  FRVK  
�

�

�

�
，  VLQK  

�(�
�

(�
�

　 �� �K �S�では　　  K
S

�

　よって　　  �� �(� L �� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�

���　  U  ( ��� 
�� �� �

　　  FRVK  �
�

�
��，  VLQK  

�

�
�

　 �� �K �S�では　　  K S

　よって　　  �� �� 
�FRVS LVLQS

���　  U  ( ��� �� �

　　  FRVK  
�

�
�，  VLQK  

�

�
�

　 �� �K �S�では　　  K
S

�
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　よって　　  �L �� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�

２

S　���　DE �(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S ，

D

E
 (�
� �FRV

�

��
S ��LVLQ

�

��
S

　　　���　DE �(� �FRV
S

�� ��LVLQ
S

��
，

D

E
 (� �FRV

��

��
S ��LVLQ

��

��
S

 解説

���　D，E�をそれぞれ極形式で表すと

　　　　　　D (� ��
�

(� ��
�

(�
L  (� �FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，

　　　　　　E �(� �
(�
� ��

�

�
L  �(� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�

　よって　　DE (� ･�(� �FRV� ��
�

�
S

S

� ��LVLQ� ��
�

�
S

S

�

　　　　　　　� �(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S

　　　　　　
D

E
 (�

�(� �FRV� ��
�

�
S

S

� ��LVLQ� ��
�

�
S

S

�

　　　　　　　 (�
� �FRV

�

��
S ��LVLQ

�

��
S

���　D，E�をそれぞれ極形式で表すと

　　　　　　D �(� ��
�

(� ��
�

(�
L  �(� �FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，

　　　　　　E ���
�

� �� (�
�

L  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　よって　　DE �(� ･��FRV� ��
�

�
S
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S
�

�
S

　　　　　　　� �(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S  �(� �FRV

S

�� ��LVLQ
S

��

　　　　　　
D

E
 
�(�
� �FRV� ��

�

�
S
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S
�

�
S

　　　　　　　 (� �FRV� ��
�

��
S ��LVLQ� ��

�

��
S  (� �FRV

��

��
S ��LVLQ

��

��
S

３

S　FRV
�

��
S 

�(� (�
�

，VLQ
�

��
S 

�(� (�
�

 解説

��L，(� �L �をそれぞれ極形式で表すと

　　　　　��L (� �
�

(� ��
�

(�
L  (� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�

　　　　　(� �L ��
(�
� ��

�

�
L  ��FRV

S

� ��LVLQ
S

�

ゆえに　　�� 
�L �(� 
�L  (� ･��FRV� ��
S

�

S

� ��LVLQ� ��
S

�

S

�

　　　　　　　　　　　� �(� �FRV
�

��
S ��LVLQ

�

��
S 　……�①

また　　�� 
�L �(� 
�L  (� ����(� 
�� L　……�②

よって，①，②�から　　�(� FRV
�

��
S (� ��，�(� VLQ

�

��
S (� ��

したがって　　FRV
�

��
S 

�(� �

�(�
 

�(� (�
�

，VLQ
�

��
S 

�(� �

�(�
 

�(� (�
�

４

S　���　①　 �Z  ��
�

� �� (�
�
��
�

� ��
�(�
�

L　　②　 �Z  ����L

　　　　　③　 �Z  ����(� ��� 
�(� L

　　　���　�ア�　原点を中心として�
�

�
S�だけ回転した点

　　　　�イ�　原点を中心として�
S

�
�だけ回転し，原点からの距離を�

�

�
�倍した点

　　　　�ウ�　実軸に関して対称移動し，原点を中心として��
S

�
�だけ回転した点

 解説

���　①　 �Z  �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
] �

�

� �� (�
�

L ��� 
�L

　　　�　　 ��
�

� �� (�
�
��
�

� ��
�(�
�

L

　　②　 �Z  (� �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
]

　　　　　� (� �
�

(� ��
�

(�
L ��� 
�L  ����L

　　③　 �Z  �FRV� ��
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S ] �

�� (� L
�

･�� 
��L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　���� ����(� ��� 
�(� L

���　�ア�　
��� L

(�
] �FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ]

　　よって，点�
��� L

(�
]�は，点�]�を原点を中心として�

�

�
S�だけ回転した点である。

　�イ�　
]

�� (� L
 
�� (� L
�

] 
�

� �
�

� �� (�
�

L ] 
�

� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
]

　　よって，点�
]

�� (� L
�は，点�]�を原点を中心として�

S

�
�だけ回転し，原点からの距離

　　を�
�

�
�倍した点である。

　�ウ�　点�]�と点�] �は実軸に関して対称である。

　　また　　　�L ] �� 
�L ] �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
]

　　よって，点��L ] �は，点�]�を実軸に関して対称移動し，原点を中心として��
S

�
�だけ

　　回転した点である。

５

S　���　①　���(� L　　②　���(� ��� 
�(� L　　���　E ����L，��L

　　　���　
�

�
S

 解説

���　点�D�が原点に移るような平行移動によって，点�E�が点�E ��に移るとすると

　　　　　　　E � E�D �� 
�(� L ��� 
�(� L  ���(� L

　①　点�E ��を原点の周りに�
S

�
�だけ回転した点を�E ���とすると

　　　　　　　E �� E ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 �� 
��(� L �

�

� �� (�
�

L  ����(� L

　　よって，求める複素数は

　　　　　　　E ���D ��� 
��(� L ��� 
�(� L  ���(� L

　②　点�E ��を原点の周りに�
S

�
�だけ回転した点を�E ���とすると

　　　　　　　E �� E ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 �� 
��(� L ･L ��(� ��L

　　よって，求める複素数は

　　　　　　　E ���D ���(� 
��L ��� 
�(� L  ���(� ��� 
�(� L

���　点�%�は，点�$�を原点を中心として�
S

�
�または��

S

�
�だけ回転し，原点からの距離を

　(� �倍した点である。

　　>�@　
S

�
�だけ回転した場合

　　　　E (� �FRV
S

� ��LVLQ
S

� �� 
��L

　　　　�� (� �
�

(� ��
�

(�
L �� 
��L  ����L

　　>�@　�
S

�
�だけ回転した場合

　　　　E (� �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

� �� 
��L

　　　　�� (� �
�

(� ��
�

(�
L �� 
��L  ��L

T　点�%�は，原点を点�$�を中心として��
S

�
�だけ回転した点である。

　点�$�が原点に移るような平行移動で，点�2，%�がそれぞれ点�2�，% ��に移るとすると

　2 ����� 
��L ，% ���E��� 

��L

　点�% ��は点�2 ��を原点を中心として��
S

�
�だけ回転した点であるから

　　　　　E��� 
��L  �L��� 
��L  ��3�L��複号同順�

　よって　E ����L，��L

���　D ���L，E ��L，F ����L �とする。

　　　
�F D

�E D
 

���� �L � 
�� �L

��� L � 
�� �L
 

��� L

�� �L
 � 
��� L � 
�� �L

� 
�� �L � 
�� �L
 

������ ��L �L � �L

�� � �L

　　　　　��� 
���� ��L

��
 ���L

　偏角�K�の範囲を��S�K�S�として，���L�を極形式で表すと

　　　���L (� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　よって　　�%$& 
�

�
S

６

S　���　���
(�
�

，
�

� ��(� 　　���　��， 
��

 解説
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���　複素数平面上で，点���L�を原点を中心として�
S

�
�だけ回転した点を表す複素数は

　　　�FRV
S

� ��LVLQ
S

� �� 
�L  �
�

� �� (�
�

L �� 
�L

　　　　　　　　　　　　　　 �� �� (�
�
��
�

� ��(� L

　よって，点�%�の座標は　　���
(�
�

，
�

� ��(�

���　点�3�の座標を�� 
[，\ �とする。点�3�が原点に移るような平行移動で，点�$，4�がそ

　れぞれ�$ �，4 ��に移るとすると

　　$ �����[，� 
�\ ，4 ���
�

�
�
�(�
�
�[，�

�

�
� (�
� ��\

　点�4��は点�$ ��を原点を中心として�
S

�
�だけ回転した点であるから

　　　　
�

�
�
�(�
�
�[���

�

�
� (�
� ��\ L

　　　 �
�

� �� (�
�

L ��� 
�[ ��� �
�\ L

　右辺を整理すると

　　　　
�

�
�
�(�
�
�[���

�

�
� (�
� ��\ L

　　　 ���
(�
�
�

[

� �� (�
�

\ ��
�

�
�(� �

(�
�

[ ��
\

�
L

　[，\�は実数であるから

　　　���(� ��[ ��(� �[�(� \，

　　　���(� ��\ ���(� �(� [�\

　この連立方程式を解くと　　[ �，\ ��

　よって，点�3�の座標は　　��， 
��

１

S　���　
�

(� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S 　　���　��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　　　���　FRV
S

�
�LVLQ

S

�

 解説

���　� 
与式  � 
�� �L � 
�� �L

� 
�� �L � 
�� �L
 

���� 
���� � L �� �L

��� ��
 
�� L

�

　　　　��� 
�

(� �
�

(� ��
�

(�
L  

�

(� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

���　�� ��FRVS 
�LVLQS �であるから

　　� 
与式  ��FRVS 
�LVLQS ･�FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 ��FRV� ��S

S

� ��LVLQ� ��S
S

�

　�　�　 ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

T　� 
与式  ���FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 ��FRV� ��S

S

� ��LVLQ� ��S
S

�

　　　　�� ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

���　� 
与式  FRV� ��
S

�

S

�
�LVLQ� ��

S

�

S

�
 FRV

S

�
�LVLQ

S

�

２

S　L

 解説

題意のように移動した点を表す複素数は

　　　　　　　　　　]�FRV
S

� ��LVLQ
S

�
���L L]���L

よって，  ] ��L] � L�が成り立つとき

　　　　　　　　　　  ]  
�� L

�� L

�
� 
�� L

� 
�� L � 
�� L
 

��� �L �L

��� �L
 L

３

S　D ��，�

 解説

直線�2%�は，直線�2$�を原点を中心として�
S

�
�または��

S

�
�だけ回転すると得られる。

よって　�D�E 
S

�
　または　�D�E �

S

�

>�@　�D�E 
S

�
�のとき

　 �U �を実数として，E �U �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
D�と表される。

　よって　　　����D 
�� L �U �
�

(� ��
�

(�
L �� 
�L

　整理すると　����D 
�� L 
�

(�
�U �

�

(�
�U L

　ゆえに　　　� 
�

(�
�U ，�D�� 

�

(�
�U

　これを解くと　 �U  (� ，D �

>�@　�D�E �
S

�
�のとき

　 �U �を実数として，E �U �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
D�と表される。

　よって　　　����D 
�� L �U �
�

(� ��
�

(�
L �� 
�L

　整理すると　����D 
�� L 
�

(�
�U �

�

(�
�U L

　ゆえに　　　� 
�

(�
�U ，�D�� �

�

(�
�U

　これを解くと　 �U  �(� ，D ��

>�@，����から　D ��，�

４

S　���　E ����L，��L　　���　] ���(� L，���(� L

 解説

���　点�%�は，点�$�を原点を中心として�
S

�
�または��

S

�
�だけ回転し，原点からの距離を�

　(� �倍した点である。

　　>�@　
S

�
�だけ回転した場合

　　　　　E (� �FRV
S

� ��LVLQ
S

� �� 
��L

　　　　　�� (� �
�

(� ��
�

(�
L �� 
��L  ����L

　　>�@　�
S

�
�だけ回転した場合

　　　　　E (� �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

� �� 
��L

　　　　　�� (� �
�

(� ��
�

(�
L �� 
��L  ��L

　T　点�%�は，原点を点�$�を中心として��
S

�
�だけ回転した点である。

　　点�$�が原点に移るような平行移動で，点�2，%�がそれぞれ点�2�，% ��に移るとする

　　と　2 ����� 
��L ，% ���E��� 

��L

　　点�% ��は点�2 ��を原点を中心として��
S

�
�だけ回転した点であるから

　　　　　　E��� 
��L  �L��� 
��L  ��3�L��複号同順�

　　よって　E ����L，��L

���　2�� 
� ，$��� 
�(� L ，%�� 
] �とおくと，△2$%�が正三角形であるとき

　　　　　　　　　　2$ 2%，�$2% 
S

�

　したがって，点�%�は，点�2�を中心として，点�$�を�
S

�
�または��

S

�
�だけ回転した点で

　あるから　　　] �FRV
S

� ��LVLQ
S

� �� 
�(� L 　　　　���……�①

　または　　　] �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

� �� 
�(� L 　……�②

　①�から　　���] �
�

� �� (�
�

L �� 
�(� L  ���(� L
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　②�から　　���] �
�

� �� (�
�

L �� 
�(� L  ���(� L

５

S　���　� 
�[FRVK \VLQK， �[VLQK \FRVK 　　���　
�� (�
�

�
��� �(�
�

L

　　　���　K 
S

�

 解説

���　座標平面上の点�3�� 
[，\ �に対応する複素数平面上の複素数を�] �とすると　  ] �[ \L

　同様に，点�4�に対応する複素数を�Z�とすると，条件から

　　　  Z  � 
�FRVK LVLQK ] � 
�FRVK LVLQK � 
�[ \L

　　�　�� ���[FRVK L\FRVK L[VLQK �L \VLQK

　　��　� �� 
�[FRVK \VLQK � 
�[VLQK \FRVK L

　よって，点�4�の座標は　　� 
��[FRVK \VLQK，[VLQK \FRVK

���　点�]�を点�Z�の周りに�K�だけ回転した点を表す複素数は

　�] 
�Z �FRVK 
�LVLQK �Z�と表される。

　したがって

　　　　���L��� �
�L �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
���L �� 
��L �

(�
� ��

�

�
L ���L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
�� (�
�

�
��� �(�
�

L

���　
�� �(�
�

�
��� �(�
�

L ����L��� �
�L �FRVK 
�LVLQK ���L

　　　　　　　　　　　　　 �� 
��L �FRVK 
�LVLQK ���L

　　　　　　　　　　　　　 �FRVK��VLQK������FRVK��VLQK 
�� L

　ゆえに　�FRVK��VLQK�� 
�� �(�
�

，��FRVK��VLQK�� 
��� �(�
�

　これを解くと　VLQK (�
�

，FRV  K
�

�

　したがって　K 
S

�

１

S　���(� L

 解説

2
[

\

�
S

�

S

�
$� 
�� (� L

] �

Z

] �

]

求める複素数を�Z�とする。

　　　　　　 �� (� L ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�

であるから，点�]�を原点の周りに��
S

�
�だけ回転した

点を�] ��とすると

　　] � ]�FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�

　　　 � 
�� �(� L � ��
�

�
(�
�

L  ��� �(� L

点�] ��を実軸に関して対称移動した点を，原点の周りに

S

�
�だけ回転させると，求める点�Z�が得られる。

点�] ��と実軸に関して対称な点は，] � �で表されるから

　　　Z ] � �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 � 
��� �(� L � ��

�

�
(�
�

L  ��� (� L

２

S　& � 
�� �L ，' � 
�L ��または��& � 
�� �L ，' � 
��� �L

 解説

[�

�\

�2

'
&

$
%

'
&

点�& � 
F ，' � 
G �とする。点�'�は，点�%�を点�$�を中心と

して��
S

�
�だけ回転した点である。

点�$�が原点に移るような平行移動で，点�%，'�がそれ

ぞれ点�% �，'��に移るとすると

　　% � � 
�� L ，'� � 
�G � 
��� �L

点�'��は，点�% ��を原点を中心として��
S

�
�だけ回転した

点であるから　　G���� 
��L  �L�� 
�L 　�複号同順�

よって　　　　　G L�� 
�L ���� 
��L  �L

　　　　または　G �L�� 
�L ���� 
��L  ����L

また，点�&�は，点�'�を点�$�から点�%�に向かう向きに

　　　　　　��L���� 
��L

すなわち���L �だけ平行移動すると得られる。

よって　　F G���L

したがって，G �L �のとき　　　　��F ���L

　　　　　　G ����L �のとき　　F ���L

ゆえに　　& � 
�� �L ，' � 
�L 　または　& � 
�� �L ，' � 
��� �L

３

S　���　�　　���　] �L，
��� (� L
�

　�複号任意�

 解説

���　]�
�

]
�が実数となるとき　　]�

�

]
 �]

�

]

　すなわち　　]�
�

]
 ]�

�

]

　両辺に�]] �を掛けると　　 �] ]� ] ] �
� 
] �]

　]] �] �であるから，整理すると　　�] 
� ] �] ��] 
� ]  �

　すなわち　　�] 
� ] �
�] 
��  �

　]�は虚数であるから　　]
 ]　　　　よって　　 �]  �

　 ] !��であるから　　 ]  �

���　]�
�

]
�が整数となるとき，]�

�

]
�は実数であるから，����の結果より　　 ]  �

　よって，] FRVK�LVLQK ����K 
��S �とおける。

　ここで，]�は虚数であるから　　VLQK
�

　
�

]
 FRVK�LVLQK �であるから

　　　　　　]�
�

]
 �FRVK 
�LVLQK ��FRVK 
�LVLQK  �FRVK

　VLQK
��より����FRVK���であるから，これが整数となるとき

　　　　　　�FRVK �，��　　すなわち　FRVK �，�
�

�

　FRVK ��のとき　　　��VLQK ��

　FRVK 
�

�
�のとき　　　VLQK �

(�
�

　FRVK �
�

�
�のとき　　VLQK �

(�
�

　よって，求める�]�の値は　　] �L，
��� (� L
�

���複号任意�

４

[�

�\

�2

�

���

��

S　���　略　　���　�図�

 解説

���　 ]  ��であれば� �]  ��であるから　　]] �　　　　よって　　] 
�

]

　ゆえに　　 �] �
�
�]
 �] �

�

� �
�

]
 �] � �

� 
]  �] � �]

　よって， �] �
�
�]
�は実数である。

���　
�

�] L
�

�

�] L
�が実数となるための条件は

　　　　　　　� ��
�

�] L

�

�] L
 

�

�] L
�

�

�] L

　左辺を変形すると　　　
�

�] L
�

�

�] L
 

�

�] L
�

�

�] L

第２講　レベルＡ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第２講　レベルＢ

-8-



[�

�\

�2

�

���

��

　すなわち　　
�]

��� 
] �
 

�]

��] �
　　

　ゆえに　　] �
�] 
��  ]�

�
� 
] ���

　]] �] �であるから　　 �] ]� ] �] ]�]

　よって　　　�
�] 
�� �] 
� ]  �

　ゆえに　　 ]  �　または　] ]

　したがって，
�

�] L
�

�

�] L
�が実数となるような

　点�]�全体は，原点を中心とする半径���の円の

　うち，��点�L，�L�を除いた部分と実軸の和集合

　であり，図示すると右の図の太い実線部分となる。

１

S　���　��　　���　�
�

�
　　���　�

��

�
�
��(�
�

L

 解説

[�

�\

�2 �

(�
��(� L

�

S

�

[�

�\

�2

�

��
��L

�
S

�

(�

[�

�\

�2

�

(�

(� �L

S

�

�

���　��(� L ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
�から

　　　 �
� 
�� (� L  

��
�

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�

　　　　　　　�� ���FRV�S 
�LVLQ�S

　　　　　　　�� ��

���　��L (� �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�

　から

　　 ��
� 
�� L  ��

� 
(�
��

� ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�

　　　　　�� 
�

� �FRVS 
�LVLQS  �
�

�

���　
�� (� L
�

 (�
� �(� 
�L

　　　　　　� (�
�

･��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
�から

　　
�

� �
�� (� L
�

 �
� 
(�

�

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�

　　　　　　　� �� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　　　　　　　� ����
�

� �� (�
�

L  �
��

�
�
��(�
�

L

２

S　���　�　　���　��

 解説

���　 ��D  FRV�S�LVLQ�S �　　　よって　　 ��D �� �

　左辺を因数分解すると　　�D 
�� �
��D � ��D �……� �D �D 
��  �

　D FRV
S

��
�LVLQ

S

��

��から　　� 
与式  �

���　� 
与式  ���� � …… ��D  
･�
�
��� ���� �

D  ���D

　　　　�� ���� � ��D  ��D  
��

� ��FRV
S

��
LVLQ

S

��

　　　　�� FRVS�LVLQS ��

３

S　���　] FRV
S

�
�LVLQ

S

�
��または��] FRV� ��

S

�
�LVLQ� ��

S

�
　　���　��

 解説

���　]�
�

]
 (� �から　　 �] �(� ]�� �

　これを解いて　　] 
�(� ( ��� 
(� ･･� � �

�
 

�(� (� L
�

　　　　　　　　　�� 
�

(�
�
�

(�
L

　よって

　　　] 
�

(�
�
�

(�
L �のとき　] FRV

S

�
�LVLQ

S

�

　　　] 
�

(�
�
�

(�
L �のとき　] FRV� ��

S

�
�LVLQ� ��

S

�

���　>�@　] 
�

(�
�
�

(�
L �のとき

　　　 ��]  
��

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�
 FRV�S�LVLQ�S ��

　　よって　　 ��] �
�
��]
 ���

�

��
 ��

　>�@　] 
�

(�
�
�

(�
L �のとき

　　　 ��]  
��

� ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�

　　　　� FRV � 
��S �LVLQ � 
��S  ��

　　よって　　 ��] �
�
��]
 ���

�

��
 ��

　以上より　　 ��] �
�
��]
 ��

４

S　Q ��

 解説

[�

�\

�2

�

�

S

�

��L

(�

[�

�\

�2

�

(�

(� �L

S

�

�

��L，(� �L �をそれぞれ極形式で表すと

　　　　��L (� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
，

　　　　(� �L ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�

よって　] (�
� �FRV� ��

S

�

S

� ��LVLQ� ��
S

�

S

�

　　　　�� (�
� �FRV

S

�� ��LVLQ
S

��

ゆえに　 Q]  
Q

� �
(�
�

Q

� ��FRV
S

��
LVLQ

S

��

　　　　　� 
Q

� �
(�
� �FRV

Q

��
S ��LVLQ

Q

��
S

Q] �が正の実数となるとき

　　　　FRV
Q

��
S!�，VLQ

Q

��
S �

ゆえに　
Q

��
S �PS　� 
P�は整数

よって，最小の正の整数�Q�は�P ��のときで，
Q

��
S �S�から　Q ��

５

S　P ���Q ��
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 解説

 �(� L �� 
�FRV�� � LVLQ�� � ，  �� L (� � 
�FRV�� � LVLQ�� � �であるから

 P� 
�(� L P� � ��FRV � 
���� P LVLQ � 
���� P ，

 Q� 
�� L Q
� 
(� � ��FRV � 
���� Q LVLQ � 
���� Q

ゆえに　  P� FRV � 
���� P Q
� 
(� FRV � 
���� Q �……�①

 P� VLQ � 
���� P Q
� 
(� VLQ � 
���� Q �……�②

��① �② �から　 �P�  �Q
� 
(� 　　よって　  Q �P�……�③

また　  ����� Q ���� P ����� N��N�は整数��……�④

③�を�④�に代入して　  ����� P ���� P ����� N

ゆえに　  ���� P ����� N�から�  P �N

よって，最小の正の整数となる�P�の値は，  N ��とすると　  P �

このとき，③�から　  Q ��

６

S　���　] �，�
�

�
� (�
�

L，�
�

�
� (�
�

L　　���　] �� 
�(� L ，�� 
�� (� L

 解説

���　]�の極形式を　] U�FRVK 
�LVLQK

　とすると　　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，��を極形式で表すと　　� FRV��LVLQ�

　よって，方程式は　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  FRV��LVLQ�

　両辺の絶対値と偏角を比較すると

　　　　　　 �U  �，�K ���NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　U �　　また　　K 
�NS

�

　よって　] FRV
�NS

�
�LVLQ

�NS

�
　……�①

　��K��S�の範囲では　N �，�，�

　①�で�N �，�，��としたときの�]�をそれぞれ� �] ， �] ， �] �とすると

　　　　　 �]  FRV��LVLQ� �，

　　　　　 �]  FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S �

�

�
� (�
�

L，

　　　　　 �]  FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S �

�

�
� (�
�

L

　したがって，求める解は　] �，�
�

�
� (�
�

L，�
�

�
� (�
�

L

���　]�の極形式を　] U�FRVK 
�LVLQK

　とすると　　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，����(� L �を極形式で表すと

　　　　����(� L ���FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　よって，方程式は

　　　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  ���FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　両辺の絶対値と偏角を比較すると

　　　　 �U  ��，�K 
�

�
S��NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　U �　　また　　K 
S

�
�

NS

�

　よって　] ��FRV� ��
S

�

NS

� ��LVLQ� ��
S

�

NS

�
　……�①

　��K��S�の範囲では　N �，�，�，�

　①�で�N �，�，�，��としたときの�]�をそれぞれ� �] ， �] ， �] ， �] �とすると

　　　　 �]  ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 (� �L，

　　　　 �]  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S  ���(� L，

　　　　 �]  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S  �(� �L，

　　　　 �]  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S  ��(� L

　したがって，求める解は

　] �� 
�(� L ，�� 
�� (� L

７

S　���　略　　���　略　　���　
�(� �

�

 解説

���　 �D  ��から　　�D 
�� �
�D � �D � �D �D 
��  �

　D
��であるから　　 �D � �D � �D �D�� �

　D
��であるから，両辺を� �D �で割ると　　 �D �D���
�

D
�
�
�D
 �

���　 �D  ��から　　 �D  �　　　　よって　　 D  �

　ゆえに　　 �D  �　すなわち　DD �　　　　よって　　D 
�

D

　ゆえに　　 �W �W�� �
� 
�D D ��D 
� D �� �D �D��DD��� �

� 
D � D

　　　　　　　　　　 �D �D�����
�
�D
�
�

D
 �

���　����� �����であるから，D FRV����LVLQ��� �とすると，D�は条件

　　　　　　　 �D  �，D
�　　を満たす。

　このとき　　D FRV����LVLQ���

　よって，W D�D �とすると�W �FRV��� �であり，����から� �W �W�� ��が満たされる。

　 �W �W�� ��の解は　　W 
��� ( ��� ･･� � � 
��

�
 

��� (�
�

　W!��であるから　　W �FRV��� 
��� (�
�

　　　　ゆえに　　FRV��� 
�(� �

�

１

S　���　���　　���　 �
�

�
(�
�

L　　���　 ��
��

�

��(�
�

L　　���　 ��
�

��
(�
��

L

 解説

���　  �� L (� � ��FRV
S

�
LVLQ

S

�
�であるから

　  与式 ��
� 
(�

��

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�
 ��

� 
(� � 
�FRV�S LVLQ�S

　　　 ��� 
�FRVS LVLQS  ���

���　  �
�

�
(�
�

L �FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�
�であるから

　  与式
��

� ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�

�　　��� �FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S �

�

�
(�
�

L

���　  
�� (� L
�

(� � ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�
�であるから

　  与式 �
� 
(�

�

� ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�
 �

� 
(� � ��FRV� ��
�

�
S LVLQ� ��

�

�
S

　　　 ��� ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S  ��

��

�

��(�
�

L

���　  ��(� L �� ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S �であるから

　  与式 ���
��

� ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S  ��� � ��FRV� ��

��

�
S LVLQ� ��

��

�
S

　　　 
�

�� � ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S

　　　 
�

�� � ���
�

�
(�
�

L  ��
�

��
(�
��

L

２

S　���　�　　���　�

 解説

���　 ��D  FRV�S�LVLQ�S �　　　　よって　　 ��D �� �

　左辺を因数分解すると　　�D 
�� �
��D � ��D �……� �D �D 
��  �

　D FRV
�

��
S�LVLQ

�

��
S
��から　　� 
与式  �

���　� 
与式  ���� � …… ��D  �
･�
�
��� ���� �

D � ��� �D � �

３

S　] FRVK�LVLQK，証明略

 解説

 �]
�

]
�FRVK �から　　  ��] � �]FRVK

ゆえに　　  ���] � 
�FRVK ] � �

よって　　  ] �FRVK ( ��FRV K �  �FRVK (� �VLQ K  �FRVK LVLQK

 ] �FRVK LVLQK �のとき

　　　　　  �Q]
�
Q]

Q
� 
�FRVK LVLQK � �Q

� 
�FRVK LVLQK
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　　　　　　　　　 � 
�FRVQK LVLQQK �� ��FRV � 
�QK LVLQ � 
�QK  �FRVQK

 ] �FRVK LVLQK �すなわち�  ] �FRV � 
�K LVLQ � 
�K �のとき

　　　　　  �Q]
�
Q]

Q
� ��FRV � 
�K LVLQ � 
�K � �Q

� ��FRV � 
�K LVLQ � 
�K

　　　　　　　　　 � ��FRV � 
�QK LVLQ � 
�QK �� 
�FRVQK LVLQQK  �FRVQK

以上から　　  �Q]
�
Q]
�FRVQK

４

S　Q ��

 解説

[�

�\

�2

�

��

���L

�

�
S

(�

[�

�\

�2

(�

S

�

��(� L

�

�

���L，��(� L�をそれぞれ極形式で

表すと

　　���L (� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，

　　��(� L ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�

よって　　] (�
� �FRV� ��

�

�
S

S

�

　　　　　　　　　�� �LVLQ� ��
�

�
S

S

�

　　　　　�� (�
� �FRV

�

��
S ��LVLQ

�

��
S

ゆえに　　 Q]  
Q

� �
(�
�

Q

� ��FRV
�

��
S LVLQ

�

��
S

　　　　　　 
Q

� �
(�
� �FRV

�

��
QS ��LVLQ

�

��
QS

Q] �が実数となるとき　　VLQ
�

��
QS �　　　ゆえに　　

�

��
QS PS���P�は整数�

よって，最小の正の整数�Q�は�P ��のときで　　Q ��

５

S　P �，Q ��

 解説

　L�(�  ���
(�
� ��

�

�
L  ��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　��L (� �
�

(� ��
�

(�
L  (� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�

ド���モアブルの定理から　 P
� 
�L (�  P� �FRV

�P

�
S ��LVLQ

�P

�
S

　　　　　　　　　　　　 Q
� 
�� L  

Q
�� �FRV

Q

�
S ��LVLQ

Q

�
S

等式� P
� 
�L (�  Q

� 
�� L �の両辺の絶対値と偏角を比較して

　　 P�  
Q
�� 　……�①

　　
�P

�
S 

Q

�
S��NS　�N�は整数�　……�②

①�から　　Q �P

これを�②�に代入して　　
�P

�
S 

P

�
S��NS　　　　よって　　P �N

これを満たす自然数�P�で最小のものは�P ��である。このとき　　Q ��

６

S　���　] �，�
�

�
�
�(�
�

L，�
�

�
�
�(�
�

L

　　　���　] (�
�
�
�

�
L，L，� (�

�
�
�

�
L，� (�

�
�
�

�
L，�L， (�

�
�
�

�
L

　　　���　] L，� (�
�
�
�

�
L， (�

�
�
�

�
L　　���　] � (�

�
� (�
�

L， (�
�
� (�
�

L

　　　���　] (� �(� L，�(� �(� L，�(� �(� L，(� �(� L

 解説

���　]�の極形式を�] U�FRVK 
�LVLQK 　……��①�とすると　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，���を極形式で表すと　　�� ���FRV� 
�LVLQ�

　よって，方程式は　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  ���FRV� 
�LVLQ�

　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  ��，�K ���NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　　U �　……��②　　また　K 
�NS

�

　��K��S�の範囲では，N �，�，��であるから　　K �，
�

�
S，
�

�
S　……��③

　②，③�を�①�に代入して，求める解は　　] �，�
�

�
�
�(�
�

L，�
�

�
�
�(�
�

L

���　]�の極形式を�] U�FRVK 
�LVLQK 　……��①�とすると　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，���を極形式で表すと　　�� FRVS�LVLQS

　よって，方程式は　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  FRVS�LVLQS

　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  �，�K S��NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　　U �　……��②　　また　K 
S

�
�

NS

�

　��K��S�の範囲では，N �，�，�，�，�，��であるから

　　　K 
S

�
，

S

�
，
�

�
S，
�

�
S，
�

�
S，
��

�
S　……��③

　②，③�を�①�に代入して，求める解は

　　　] (�
�
�
�

�
L，L，� (�

�
�
�

�
L，� (�

�
�
�

�
L，�L， (�

�
�
�

�
L

���　]�の極形式を�] U�FRVK 
�LVLQK 　……��①�とすると　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，�L�を極形式で表すと　　�L FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S

　よって，方程式は　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S

　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  �，�K 
�

�
S��NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　　U �　……��②　　また　K 
S

�
�
�NS

�

　��K��S�の範囲では，N �，�，��であるから　　K 
S

�
，
�

�
S，
��

�
S　……��③

　②，③�を�①�に代入して，求める解は　　] L，� (�
�
�
�

�
L， (�

�
�
�

�
L

���　]�の極形式を�] U�FRVK 
�LVLQK 　……��①�とすると　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，��(� L�を極形式で表すと　　��(� L ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　よって，方程式は　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  �，�K 
�

�
S��NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　　U (� 　……��②　　また　K 
�

�
S�NS

　��K��S�の範囲では，N �，��であるから　　K 
�

�
S，
��

�
S　……��③

　②，③�を�①�に代入して，求める解は　　] � (�
�
� (�
�

L， (�
�
� (�
�

L

���　]�の極形式を�] U�FRVK 
�LVLQK 　……��①�とすると　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　また，���� 
�� (� L �を極形式で表すと　　���� 
�� (� L  ���FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　よって，方程式は　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  ���FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  ��，�K 
�

�
S��NS　� 
N�は整数

　U!��であるから　　U �(� 　……��②　　また　K 
S

�
�

NS

�

　��K��S�の範囲では，N �，�，�，��であるから

　　　K 
S

�
，
�

�
S，
�

�
S，
��

�
S　……��③

　②，③�を�①�に代入して，求める解は

　　　] (� �(� L，�(� �(� L，�(� �(� L，(� �(� L

７

S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　�　　�エ�　��　　�オ�　
�(� �

�

 解説

 Q]  Q� 
�FRV��� LVLQ��� �FRV � 
���� Q LVLQ � 
���� Q

よって　  Q] ��を満たす最小の自然数�Q�は，  ���� Q �����を解いて　  Q �

したがって，  ��] �  � 
�] � � 
�����] �] �] ] � �， 
] ��から，

]�は�  �����] �] �] ] � ��……�①�の解である．


] ��であるから，①�の両辺を� �] �で割ると　  ��� ���]
�
�] � ��]

�

]
� �

ゆえに　  ��� 
��Z � Z � �　すなわち　  ���Z Z � ��……�②

また　  Z  �]
�

]
�� 
�FRV��� LVLQ��� � 
�FRV��� LVLQ���

　　　��� !�FRV��� �

したがって，②�から　  Z
��� (�
�

　　ゆえに　  FRV���
�(� �

�
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１

S　���　略　　���　略

 解説

���　ド���モアブルの定理により

　　　　　 �
� 
�FRVK LVLQK  FRV�K�LVLQ�K　……�①

　また　　 �
� 
�FRVK LVLQK

　　　　 �FRV K��LVLQKFRVK� �L �VLQ K

　　　　 �
�FRV K 
� �VLQ K �L� 
�VLQKFRVK 　���……�②

　①�と�②�の実部と虚部を比較して

　　VLQ�K �VLQKFRVK，FRV�K �FRV K� �VLQ K

���　ド���モアブルの定理により

　　　　　 �
� 
�FRVK LVLQK  FRV�K�LVLQ�K　……�③

　また　　 �
� 
�FRVK LVLQK

　　　　 �FRV K�� �FRV K ･LVLQK��FRVK ･ �L �VLQ K� �L �VLQ K

　　　　 �FRV K��FRVK �VLQ K��LVLQK �FRV K�L �VLQ K

　　　　 �FRV K��FRVK �� 
� �FRV K ��LVLQK �� 
� �VLQ K �L �VLQ K

　　　　 ��
�FRV K 
��FRVK �L��VLQK 
�� �VLQ K 　……�④

　③�と�④�の実部と虚部を比較して

　　VLQ�K �VLQK�� �VLQ K，FRV�K � �FRV K��FRVK

２

S　��

 解説

�D  
�(� �

�
， �E  

�(� �

�
�であるから　 �D � �E  (�，

�D � �E  �

また　DE ) �
�(� �

�

�(� �

�
 
�

�

よって　
�D LE

�D LE
 

�
� 
�D LE

��D �E
 

�� 
��D �E �DEL

��D �E
 
�� L

(�
 FRV

S

�
�LVLQ

S

�

ゆえに　
����

� �
�D LE

�D LE
 

���

� �
�

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�
 ���

� 
��  ��

３

S　P�を自然数とすると

　　　Q �P �のとき��，��Q �P��，�P���のとき���　　

 解説

　　� 
与式  
Q

� ��FRV
�

�
S LVLQ

�

�
S �

Q

� ��FRV� ��
�

�
S LVLQ� ��

�

�
S

　　　　�� �FRV
�QS

� ��LVLQ
�QS

�
��FRV� ��

�QS

� ��LVLQ� ��
�QS

�

　　　　�� �FRV
�QS

�

よって，P�を自然数として

　　　　　Q �P �のとき　�

　　　　　Q �P��，�P���のとき　��

４

S　���　]�
�

]
 �，

��� (�
�

　　���　FRV
�

�
S �

�� (�
�

 解説

���　 �]  ��から　　�] 
�� �
�] � �] � �] �] 
��  �

　>�@　] ��のとき　　]�
�

]
 �

　>�@　 �] � �] � �] �]�� ��のとき　]
��であるから，

　　両辺を� �] �で割ると　　 �] �]���
�

]
�
�
�]
 �

　　ゆえに　　
�

� ��]
�

]
��] ��

�

]
�� �

　　よって　　]�
�

]
 

��� (�
�

　>�@，>�@�から　　]�
�

]
 �，

��� (�
�

���　]�は���の���乗根であるから

　　　　　　] FRV
�NS

�
�LVLQ

�NS

�
　�N 
 �，�，�，�，�

　N ��のとき　] FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S �であり

　　　　]�
�

]
 �FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S  �FRV

�

�
S

　FRV
�

�
S���であるから，����より　　�FRV

�

�
S 

��� (�
�

　よって　　FRV
�

�
S �

�� (�
�

５

S　略

 解説

解を�  ] U� 
�FRVK LVLQK ��� �!U � �とおくと

　　　　　  Q] QU � 
�FRVQK LVLQQK

また　　　� FRV��LVLQ�

ゆえに　　 QU �FRVQK 
�LVLQQK  FRV��LVLQ�

両辺の絶対値と偏角を比較すると　　  QU �，QK ���S�N　�N�は整数�

!U ��であるから　　  U �

また　　　　　　　K 
�S

Q
�N

よって　　] FRV� ��
�S

Q
N �LVLQ� ��

�S

Q
N  

N

� ��FRV
�S

Q
LVLQ

�S

Q
 N[

��K��S�の範囲で考えると　　  N ��，�，�，……，Q �

したがって，  Q] ��の解は��，[， �[ ，……， �Q �[ �で表される。

１

S　���　実部は��U ��
�

U
FRVK，虚部は��U ��

�

U
VLQK　　���　略

 解説

���　] U�FRVK 
�LVLQK �から

　]�
�

]
 U�FRVK 
�LVLQK �

�

U �FRVK 
�LVLQK  �U ��
�

U
FRVK�L�U ��

�

U
VLQK

　よって，実部は��U ��
�

U
FRVK，虚部は��U ��

�

U
VLQK

���　 Q]  QU �FRVQK 
�LVLQQK �から

　 Q] �
�
Q]
 �

QU ��
�
QU
FRVQK�L�

QU ��
�
QU
VLQQK

　>�@　]�
�

]
�が実数のとき

　　�U ��
�

U
VLQK ��から　U �　または　VLQK �

　　ゆえに　U �　または　K PS���P�は整数�

　　U ��のとき　 QU �
�
QU
 �，　　K PS�のとき　VLQQK �

　　よって， Q] �
�
Q]
�は実数。

　>�@　]�
�

]
�が純虚数のとき

　　�U ��
�

U
FRV  K �　かつ　�U ��

�

U
VLQ 
K �

　　ゆえに　U
�　かつ　K 
��P �

�
S���P�は整数�

　　Q�が偶数のとき　　VLQQK VLQ
��P �

�
QS �

　　　　よって， Q] �
�
Q]
�は実数。

　　Q�が奇数のとき　　FRVQK FRV
��P �

�
QS �

　　　　　　　　　　　VLQQK VLQ
��P �

�
QS
�

　　　　よって， Q] �
�
Q]
�は純虚数。

　>�@，>�@�から，題意は示された。

２

S　�

 解説

]  ��であるから，] FRVK�LVLQK ����K��S��とおける。

Q] �� �FRVQK 
�� �LVLQQK

Q] ��  ��のとき　 �
� 
�FRVQK � � �VLQ QK �

ゆえに　���FRVQK �　　よって　FRVQK �
�

�

ゆえに　QK 
�

�
S��NS，

�

�
S��NS���N �，�，……，Q���
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よって　K 
�S

�Q
�
�NS

Q
，K 

�S

�Q
�
�NS

Q
���N �，�，……，Q���

ここで　�FRV� ��
�S

�Q

�NS

Q ��LVLQ� ��
�S

�Q

�NS

Q

　　　　　��FRV� ��
�S

�Q

�NS

Q ��LVLQ� ��
�S

�Q

�NS

Q

　　　 FRV� ��
�S

Q

�NS

Q
�LVLQ� ��

�S

Q

�NS

Q

ゆえに，求める複素数を�Z�とすると

　　　Z FRV� � N �

�Q �

& � ��
�S

Q

�NS

Q
�LVLQ� � N �

�Q �

& � ��
�S

Q

�NS

Q

ここで　
 N �

�Q �

& � ��
�S

Q

�NS

Q
 
�S

Q  N �

�Q �

& � 
�� �N  
�S

Q
･�Q�� �･

Q� 
�Q �

�
 �QS

したがって　Z FRV�QS�LVLQ�QS �

３

S　���　Q �　　���　�　　���　�　　���　�
�

�

 解説

���　ド���モアブルの定理により　　 Q]  FRV
�QS

�
�LVLQ

�QS

�

　 Q]  ��の両辺の偏角を比較すると　　
�QS

�
 �PS　�P�は整数�

　すなわち　　Q �P　　　　これを満たす最小の正の整数�Q�は　　Q �

���　����より　　 �]  �　　　　すなわち　　 �] �� �

　左辺を因数分解して　　�] 
�� �
�] � �] � �] �] 
��  �

　]
��であるから　　 �] � �] � �] �]�� �

���　�� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]  ���]� �] 
� �] ���
�] � �] 
� ��]

　ここで， �]  ��から　　 �]  �] �]  �] ， ��]  �
� 

�] �]  �]

　これと� �] � �] � �] �]�� ��から

　　　　　�� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]  ���]� �] 
� �] ���
�] � �] 
� �]

　　　　　　　　　　　　　　　　　��� � 
� �] � 
�]  �]  �

���　N �，�，�，��に対して　　 N]  FRV
�NS

�
�LVLQ

�NS

�

　これと� �] � �] � �] �]�� ��から

　　　　　�FRV
�S

� ��LVLQ
�S

�
��FRV

�S

� ��LVLQ
�S

�

　　　　　　　　�� ��FRV
�S

�
LVLQ

�S

�
��FRV

�S

� ��LVLQ
�S

�
 ��

　両辺の実部を比較して　　FRV
�S

�
�FRV

�S

�
�FRV

�S

�
�FRV

�S

�
 ��

　ここで，FRV
�S

�
 FRV

�S

�
，FRV

�S

�
 FRV

�S

�
�であるから

　　　　　��FRV
�S

� ��FRV
�S

�
 ��

　よって　FRV
�S

�
�FRV

�S

�
 �

�

�

T　���　N �，�，�，��に対して　　 �
� 


N]  N
� 

�]  �

　　　　　　 N]  FRV
�N

�
S�LVLQ

�N

�
S

　よって，]， �] ， �] ， �] �は相異なる���の���乗根で，��と異なるから，これらは���次方程

　式� �[ � �[ � �[ �[�� ��の���つの解である。

　ゆえに，�[ 
�] �[ 
� �] �[ 
� �] �[ 
� �]  �[ � �[ � �[ �[���は�[�についての恒等式であ

　る。

　これに�[ ���を代入すると　　��� 
�] ��� 
� �] ��� 
� �] ��� 
� �]  �

　すなわち　　�� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]  �

　 �]  �] �]  �] �であるから　　�� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]  �

４

S　���　略　　���　E�E ��，EE �　　���　 (�
�

 解説

���　D FRVK�LVLQK FRV � 
�K �LVLQ � 
�K  FRV � 
��S K �LVLQ � 
��S K

　　　 FRV�K�LVLQ�K �
� 
�FRVK LVLQK  �D

���　D�は���の���乗根であるから　 �D  �

　 �D �� �D 
�� �
�D � �D � �D � �D � �D �D 
�� �で，D
��であるから

　　　　　 �D � �D � �D � �D � �D �D�� �

　また，����と同様に考えると， �D  �D ��� �D  �D �が導かれる。

　ゆえに　E D� �D � �D  �D � �D � �D

　したがって　E� E D� �D � �D � �D � �D � �D  ��

　また　  EE � 
��D �D �D � 
���D �D �D

 ���������D �D �D �D �D �D ��D �D �D

 ������� D �D �D �D �D �D

  �� � �

���　VLQK�VLQ�K�VLQ�K �は，E�の虚部を表す。

　����より，E�は� �[ �[�� ��の解である。

　これを解いて　[ 
��� (� L
�

　VLQ�K!�，VLQ�K�VLQK �VLQ
�

�
KFRV

�

�
K!� �であるから

　VLQK�VLQ�K�VLQ�K!�

　したがって　VLQK�VLQ�K�VLQ�K (�
�

５

S　���　] ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，

　　　　　　�����FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　　　���　] FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S，FRV

�

�
S�LVLQ

�

�
S，FRV

�

�
S�LVLQ

�

�
S，

　　　　　　���FRV
��

�
S�LVLQ

��

�
S，FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S，FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S

 解説

���　両辺を����で割ると　　
�

� �
]

�
�

�

� �
]

�
�

�

� �
]

�
�

]

�
�� �

　
]

�
 Z�とおくと　　 �Z � �Z � �Z �Z�� �　……�①

　ここで　　 �Z �� �Z 
�� �
�Z � �Z � �Z �Z 
��  �

　よって，方程式�①�の解は，方程式� �Z  ��の虚数解である。

　したがって　　Z FRV
�NS

�
�LVLQ

�NS

�
　�N �，�，�，��

　] �Z�であるから，求める解は

　　　　　　] ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，

　　　　　　　�����FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S ，��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S

���　 �] � �] �� ��から　　 �
� 

�] � �] �� �

　 �] �について解くと　　 �]  
��� (� L
�

　方程式の解�]�の極形式を　] U�FRVK 
�LVLQK 　……�①　とすると

　　　　　　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

　>�@　 �]  
��� (� L
�

�のとき　
��� (� L
�

 FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S �であるから

　　　　　　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S

　　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  �，�K 
�

�
S��NS���N�は整数�

　　U!��であるから　　U �　……�②　

　　また　　　K 
�

�
S�

�NS

�

　　��K��S�の範囲で考えると，N �，�，��であるから

　　　　　　　K 
�

�
S，
�

�
S，
��

�
S　……�③

　　②，③�を�①�に代入すると

　　　　　] FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S，FRV

�

�
S�LVLQ

�

�
S，FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S

　>�@　 �]  
��� (� L
�

�のとき　
��� (� L
�

 FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
Sであるから　

　　　　　　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S

　　両辺の絶対値と偏角を比較すると　　 �U  �，�K 
�

�
S��NS���N�は整数�

　　U!��であるから　　U �　……�④　

　　また　　　K 
�

�
S�

�NS

�

　　��K��S�の範囲で考えると，N �，�，��であるから

　　　　　　　K 
�

�
S，
��

�
S，
��

�
S　……�⑤

　　④，⑤�を�①�に代入すると

　　　　　] FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S，FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S，FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S

　>�@，>�@�から，求める解は

　　　　　] FRV
�

�
S�LVLQ

�

�
S，FRV

�

�
S�LVLQ

�

�
S，�FRV

�

�
S�LVLQ

�

�
S，

　　　　　　���FRV
��

�
S�LVLQ

��

�
S，�FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S，FRV

��

�
S�LVLQ

��

�
S
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１

S　���　順に���L，����L　　���　
��

�
L　　���　

�

�
�
�

�
L

 解説

���　点�&�を表す複素数は　
�･� � 
�� L ･� � 
�� �L

�� �
 ��L

　　点�'�を表す複素数は　
�･�� � 
�� L ･� � 
�� �L

�� �
 ����L

���　点�*�を表す複素数は　

��� 
�� L � 
��� �L
��

�
L

�
 
�

�
�
�

�
L

���　(�� 
NL �� 
N�は実数 �とすると

　 �$(  ��NL � 
�� L  ��� 
�� � 
�N � L

　　　 �
� 
�N � �� �N ��N��

　 �%(  ��NL � 
�� �L  ��� 
�� � 
�N � L

　　　 �
� 
�N � ��� �N ���N���

　$( %(�より　 �$(  �%( �であるから

　　　　　　　　　 �N ��N�� �N ���N���

　整理すると　��N ��　　よって　N 
��

�

　したがって，求める複素数は　
��

�
L

２

S　���　��点��，L�を結ぶ線分の垂直二等分線　　���　点���L �を中心とする半径���の円

 解説

���　点�]�全体は，��点��，L�を結ぶ線分の垂直二等分線。

���　点�]�全体は，点���L�を中心とする半径���の円。

３

S　点��L�を中心とする半径���の円

 解説

方程式の両辺を平方すると　　� ��] L  ��] �L

ゆえに　　　　��] 
�L � 
�] L  �] 
��L � 
�] �L

よって　　　　��] 
�L � ] 
�L  �] 
��L � ] 
��L

両辺を展開して整理すると　　] ]��L]��L ] �

ゆえに　　　　�] 
��L � ] 
��L �� �

よって　　　　�] 
��L � 
�] �L  �

すなわち　　　 ��] �L  ��

よって　　　　 ]��L  �

したがって，点�]�の全体は，点��L�を中心とする半径���の円である。

４

S　点���を中心とする半径���の円

 解説

点�]�は中心�2，半径���の円上にあるから　　 ]  �　……�①

Z 
�] �

�] �
�から　　�] 
�� Z ]��

よって　　�Z 
�� ] Z��

Z ��は等式を満たさないから，Z
��で　　] 
�Z �

�Z �
�

①�に代入して　　
�Z �

�Z �
 �　　　　ゆえに　　Z��  �Z��

両辺を���乗すると　　 ��Z �  � ��Z �

よって　　�Z 
�� �Z 
��  ��Z 
�� �Z 
��

両辺を展開して整理すると　　ZZ���Z 
�Z  �　　　ゆえに　　�Z 
�� �Z 
��  �

すなわち　　 ��Z �  �� 　　　　よって　　Z��  �

したがって，点�Z�は，点���を中心とする半径���の円を描く。

U　 Z��  � Z�� �であるから，点�Z�の軌跡はアポロニウスの円����点���，��からの

　距離の比が��：���であることがわかる。

５

S　最大値��

 解説

点�]�が原点を中心とし，半径が���の円上を動くから， ]  ��と表される．

また，Z 
��] L

�] L
�から　�] 
�L Z �]�L

よって　�Z 
�� ] �L�Z 
��

ゆえに　] 
�L� 
�Z �

�Z �

これを� ]  ��に代入すると　
�L� 
�Z �

�Z �
 �

よって　�L Z��  � Z��

[�

�\

�2 ���

�

Z

Z

　　　　 ��Z �  � ��Z �

　　　　�Z 
�� �Z 
��  ��Z 
�� �Z 
��

展開して整理すると　ZZ��Z��Z�� �

ゆえに　�Z 
�� �Z 
��  �

よって　Z��  �

したがって，Z�は点���を中心とし，半径が���の円上を動く．

右の図から　Z ���� �

等号が成り立つのは�Z ��のときである．

よって，Z ��のとき� Z �は最大値���をとる．

６

S　点��
�

�
�
�

�
L �を中心とする半径� (

�

�
�の円。ただし，原点を除く

 解説

D � 
�� L � 
�] �

]
���]
���とおくと，D�が実数である条件は

D D�から　 � 
�� L � 
�] �

]
 � 
�� L � 
�] �

]

分母を払って整理すると　�L] ]��� 
�L ]��� 
�L ] �

ゆえに　]]�
�� L

�
]�

�� L

�
] �

これを変形すると　�] ��
�� L

� �] ��
�� L

�
 
�� L

�
･
�� L

�

よって　�] ��
�� L

� � ��]
�� L

�
 
�

�
　　　ゆえに　 ]�

�� L

�
 (�
�

したがって，]�は，点��
�

�
�
�

�
L �を中心とする半径� (

�

�
�の円を描く。

ただし，]
��であるから，原点を除く。

７

S　点�
�

�
�を中心とする半径�

�

�
�の円を描く。ただし，点���を除く

 解説

Z 
�] �

�] �
�から　�Z 
�� ] �Z��

�] �

�] �
 ��を満たす�]�は存在しないから　Z
�

したがって　] 
��Z �

�Z �

点�]�が虚軸上を動くとき　]� ] �

よって　　　
��Z �

�Z �
�

��Z �

�Z �
 �

ゆえに　　　�Z 
�� ��Z 
�� ��Z 
�� ��Z 
��  �

整理すると　ZZ�
�

�
Z�

�

�
Z�

�

�
 �

よって　　　�Z ��
�

� �Z ��
�

�
 
�

��

すなわち　　�Z ��
�

� � ��Z
�

�
 
�

��

よって　　　
�

�Z
�

�
 

�

� �
�

�

ゆえに　　　 Z�
�

�
 
�

�

したがって，点�Z�は点�
�

�
�を中心とする半径�

�

�
�の円を描く。ただし，点���を除く。
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１

S　���　順に　
��

�
�
�

�
L，����L　　���　��

�

�
L　　���　��L

 解説

���　点�'�を表す複素数は

　　　　　
�･� � 
�� �L ･� � 
�� �L

�� �
 
��

�
�
�

�
L

　点�(�を表す複素数は

　　　　　
�･�� � 
�� �L ･� � 
�� �L

�� �
 ����L

���　点�*�を表す複素数は

　　　　　
��� 
�� �L � 
�� �L � 
�� �L

�
 ��

�

�
L

���　点�3��D 
�EL ���D，E�は実数��とすると

　　　　 �$3  ��� 
�D EL � 
�� �L  ��� 
�D � � 
�E � L

　　　　　��� �
� 
�D � � �

� 
�E �

　　　　 �%3  ��� 
�D EL � 
�� �L  ��� 
�D � � 
�E � L

　　　　　��� �
� 
�D � � �

� 
�E �

　　　　 �&3  ��� 
�D EL � 
�� �L  ��� 
�D � � 
�E � L

　　　　　��� �
� 
�D � � �

� 
�E �

　$3 %3�より� �$3  �%3 �であるから

　　　　 �
� 
�D � � �

� 
�E �  �
� 
�D � � �

� 
�E �

　整理すると　　D��E �　……�①

　%3 &3�より� �%3  �&3 �であるから

　　　　 �
� 
�D � � �

� 
�E �  �
� 
�D � � �

� 
�E �

　整理すると　　D��E �　……�②

　①，②�を解くと　　D �，E �

　したがって，求める点�3�を表す複素数は　　��L

２

S　���　点���を中心とする半径���の円　　���　点���L �を中心とする半径���の円

　　　���　点���を中心とする半径���の円　　���　��点���，L �を結ぶ線分の垂直二等分線

　　　���　��点� ��� �L， �� �L �を結ぶ線分の垂直二等分線

 解説

���　点���を中心とする半径���の円

���　点���L �を中心とする半径���の円

���　  � 
�] � � 
�] � ��より　　  ��] � ��

　よって　　  �] � �

　したがって　　点���を中心とする半径���の円

���　��点���，L �を結ぶ線分の垂直二等分線

���　  �] � 
��� �L �] � 
�� �L

　よって�　　��点� ��� �L， �� �L �を結ぶ線分の垂直二等分線

３

S　���　点����を中心とする半径���の円　　���　点��L�を中心とする半径���の円

 解説

���　方程式の両辺を平方すると　　� �]  ��] �

　ゆえに　　　�]] �] 
�� � 
�] � 　　　　よって　　　�]] �] 
�� �] 
��

　両辺を展開して整理すると　　]]�]� ] �

　ゆえに　　　�] 
�� � ] 
�� �� �　　　　よって　　�] 
�� � 
�] �  �

　すなわち　　 ��] �  �� 　　　　よって　　 ]��  �

　ゆえに，点�]�の全体は，点����を中心とする半径���の円である。

　T���　$ � 
� ，% � 
� ，3 � 
] �とすると，方程式は　　�$3 %3

　　ゆえに　　$3：%3 �：�

　　線分�$%�を��：��に内分する点を�& � 
D ，外分する点を�' � 
E �とすると

　　　　　　　D 
�･� � ･� �

�� �
 �，E 

�･�� � ･� �

�� �
 ��

　　よって，点�]�の全体は，��点��，���を直径の両端とする円。

　T���　] [�\L ���[，\�は実数��とおくと，� �]  ��] � �から

　　　　　　　　　　　　　��
�[ 
� �\  �

� 
�[ � � �\

　　展開して整理すると　　 �[ ��[� �\ �� �　　　変形すると　　 �
� 
�[ � � �\  ��

　　よって，点�]�の全体は，点����を中心とする半径���の円。

���　方程式の両辺を平方すると　　� ��] �L  � ��] L

　ゆえに　　　��] 
��L � 
�] �L  ��] 
�L � 
�] L

　よって　　　��] 
��L �] 
��L  ��] 
�L � ] 
�L

　両辺を展開して整理すると　　]]��L]��L ] ��

　ゆえに　　　�] 
��L �] 
��L ��� ��　　　　よって　　　�] 
��L � 
�] �L  ��

　すなわち　　 ��] �L  �� 　　　　よって　　 ]��L  �

　ゆえに，点�]�の全体は，点��L�を中心とする半径���の円である。

　T���　$ � 
��L ，% � 
L ，3 � 
] �とすると，方程式は　　�$3 �%3

　　ゆえに　　$3：%3 �：�

　　線分�$%�を��：��に内分する点を�& � 
D ，外分する点を�' � 
E �とすると

　　　　　　　D 
�･� � 
��L ･� L

�� �
 �L，E 

�･�� � 
��L ･� L

�� �
 ��L

　　よって，点�]�の全体は，��点��L，��L�を直径の両端とする円。

　T���　] [�\L ���[，\�は実数��とおくと，� ��] �L  � ��] L �から

　　　　　　　��
�[ �� �

� 
�\ �  ��
�[ �� �

� 
�\ �

　　展開して整理すると　　 �[ � �\ ���\��� �　　　変形すると　　 �[ � �
� 
�\ �  ��

　　よって，点�]�の全体は，点��L�を中心とする半径���の円。

４

S　���　点��L�を中心とする半径���の円　　���　点���L�を中心とする半径��(� �の円

　　　���　原点�2�を中心とする半径�
�

�
�の円

 解説

点�]�が原点中心，半径���の円上を動くから　　 ]  �　……�①

���　Z ]��L�から　　] Z��L

　これを�①�に代入すると　　Z��L  �

　よって，点�Z�は　点��L�を中心とする半径���の円　を描く。

���　Z �� 
�L ]��L�から　　] 
�Z �L

�� L

　これを�①�に代入すると　　
�Z �L

�� L
 �

　ゆえに　　Z��L  � ��L

　 ��L  ( ��� �
� 
��  (� �であるから　　Z��L  �(�

　よって，点�Z�は　点���L�を中心とする半径��(� �の円　を描く。

���　Z 
�

]
�から　　] 

�

Z

　これを�①�に代入すると　　
�

Z
 �　　　　ゆえに　　 Z  

�

�

　よって，点�Z�は　原点�2�を中心とする半径�
�

�
�の円　を描く。

５

S　中心が�点�L�，半径���の円；] 
�

�
�
�

�
L�のとき最大値��

 解説

 � 
��] � L Z �] L�から　  � 
�Z � ] �Z � 
�Z � L


Z ��であるから　  ] �
Z

�Z �
L�……�①

 ] ��から　  ]] ��に代入して　  � ��
Z

�Z �
L � ��

Z

�Z �
L �

よって　  �ZZ � ��Z � 
�Z � Z� 
�Z � L �　　ゆえに　  �ZZ � 
�Z Z L �

 � 
�Z L � 
�Z L ��から　  �Z L �

よって，点�Z�の描く曲線は中心が点�L，半径���の円である．

これより， Z �が最大となるのは，���点����Z�を結ぶ線分が円の直径となるときである．

ゆえに，  Z �L�のとき最大で，最大値は���である．

①�に�  Z �L�を代入すると　  ]  �
�L

��L �
L �
�

�

�

�
L

６

S　点���L�を中心とする半径�(� �の円。ただし，点���を除く。

 解説

� 
�L � ]

L� 
�] �
�は実数であるから

　　　　� �
� 
�L � ]

L� 
�] �
 � 
�L � ]

L� 
�] �

よって　 � 
��L � ]

�L� 
�] �
 � 
�L � ]

L� 
�] �

ゆえに　��L 
�� ] L�] 
��  �� 
�L � ]L�] 
��

展開して整理すると　]]��L 
�� ]��L 
�� ] �　�] 

�

よって　�]��L �
�� � ]���L �
��  ��より　�]��L �
�� � ��] � 
�L �  �

ゆえに　 ��] � 
�L �  �

したがって　 ]��L 
��  (�

よって，点�]�は，中心が点���L，半径が�(� �の円。ただし，点���を除く。

�検討�　点���を除くのは，与式の分母を���とする場合であるからである。

７

S　点�
�

�
�を中心とする半径�

�

�
�の円　ただし，点���を除く

 解説

Z 
]

�] �
�から　　�� 
�Z ] Z
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]

�] �
 ��を満たす�]�は存在しないから　　Z
�

したがって　　] 
Z

�� Z

]�が虚軸上を動くとき　　]� ] �

よって　　　　
Z

�� Z
�

Z

�� Z
 �

ゆえに　　　　Z�� 
�Z �Z �� 
�Z  �

整理すると　　ZZ�
�

�
Z�

�

�
Z �

よって　　　　�Z ��
�

� �Z ��
�

�
 
�

�

すなわち　　　�Z ��
�

� � ��Z
�

�
 
�

�

よって　　　　
�

�Z
�

�
 

�

� �
�

�
　　　　ゆえに　　　　 Z�

�

�
 
�

�

したがって，点�Z�は

　　　　　点�
�

�
�を中心とする半径�

�

�
�の円を描く。ただし，点���を除く。

１

S　���　 �� 
��D [ � 
��E \ L　　���　�L， ��� �L， �� L

 解説

���　4�� 
�; <L ��� 
;，<�は実数 �とすると，点�$�は線分�34�の中点であるから

　　　  
�� 
�[ \L � 
�; <L

�
�D EL

　すなわち　　  �
�[ ;

�

�\ <

�
L �D EL

　よって　　  
�[ ;

�
D，  

�\ <

�
E

　したがって　　  ; ��D [，  < ��E \

　点�4�を表す複素数は　　 �� 
��D [ � 
��E \ L

���　三角形の���つの頂点を表す複素数を� �] ， �] ， �] �とし，  
��] �]

�
��� L，

　  
��] �]

�
�� �L，  

��] �]

�
��とすると

　　　  ��] �] ��� �L　……�①

　　　  ��] �] �� �L　����……�②

　　　  ��] �] �　　　����……�③

　辺々加えると　　  �� 
���] �] �] �� �L

　よって　　  ���] �] �] �� �L　……�④

　①，④�から　　  �] �� L

　②，④�から　　  �] �L

　③，④�から　　  �] ��� �L

　したがって，求める複素数は　　�L， ��� �L， �� L

２

S　���　��点��
�

�
，

L

�
�を結ぶ線分の垂直二等分線

　　　���　点�����L�を中心とする半径���の円　　���　点��
�

�
�を中心とする半径���の円

　　　���　点��L�を通り，虚軸に垂直な直線

 解説

���　方程式を変形すると　　 ]�
�

�
 ]�

L

�

　よって，点�]�の全体は　　��点��
�

�
，

L

�
�を結ぶ線分の垂直二等分線

���　�方程式を変形すると　　 ]���� 
��L  �

　よって，点�]�の全体は　　点�����L �を中心とする半径���の円

���　方程式から　　��] 
�� � 
��] �  �　　　よって　　 ���] �  ��

　ゆえに　　 �]��  �　　　　したがって　　 ]�� ��
�

�
 �

　よって，点�]�の全体は　　点��
�

�
�を中心とする半径���の円

���　] [�\L �[，\�は実数��とおくと　　] [�\L

　これらを方程式に代入して　　�[ 
�\L ��[ 
�\L  �L

　よって，�\L �L�から　　\ �　　　　ゆえに　　] [��L

　]�の虚部は常に���であるから，点�]�の全体は

　　　　　　　点��L�を通り，虚軸に垂直な直線

３

S　���　点���を中心とする半径���の円　　���　点��L�を中心とする半径���の円

　　　���　点��L�を中心とする半径���の円の内部　ただし，境界線を含まない

　　　���　$���� 
��L ，%�� 
�� �とすると，線分�$%�の垂直二等分線および垂直二等分

　　　　線で分けられる平面の点�%�を含む部分

 解説

���　方程式の両辺を���乗すると　　� ��] �  ��] �

　よって　　　　��] 
�� � 
�] �  �] 
�� � 
�] �

　ゆえに　　　　��] 
�� � ] 
��  �] 
�� �] 
��

　展開して整理すると　　]]��]��] �

　式を変形すると　　　　�] 
�� � ] 
��  �

　よって　　　　�] 
�� � 
�] �  �　　すなわち　　 ��] �  �

　したがって　　 ]��  �

　よって，点�]�全体は　　点���を中心とする半径���の円

���　方程式の両辺を���乗すると　　 ��] �L  ��L �]

　よって　　　　�] 
��L � 
�] �L  �L 
��] � 
�L �]

　ゆえに　　　　�] 
��L � ] 
��L  �L 
��] ��L 
��]

　展開して整理すると　　]]�L]�L ]�� �

　式を変形すると　　　　�] 
�L �] 
�L  �

　よって　　　　�] 
�L � 
�] L  �　　すなわち　　 ��] L  �

　したがって　　 ]�L  �

　よって，点�]�全体は　　点��L�を中心とする半径���の円

���　 ]��L ���を満たす点�]�全体は

　　　　　点��L�を中心とする半径���の円の内部。ただし，境界線を含まない。

���　 ]����L � ]�� �から

　　　　　 ]���� 
��L � ]�� 
�� 　……�①

　$���� 
��L ，%�� 
�� ，�3��]��とすると，①�は�$3�%3�を表す。

　方程式� ]���� 
��L  ]�� 
�� �を満たす点�]�全体は，線分�$%�の垂直二等分線で

　あるから，点�]�全体は，

　　線分�$%�の垂直二等分線および垂直二等分線で分けられる平面の点�%�を含む部分

４

S　���　��点���，��を結ぶ線分の垂直二等分線，すなわち，虚軸

　　　���　原点を中心とする半径���の円。ただし，点���を除く

 解説

Z 
�] L

�] L
�から　　Z�] 
�L  ]�L

ゆえに　　�Z 
�� ] �L�Z 
��

�] L

�] L
 ��を満たす�]�は存在しないから　　Z
�

したがって　　] 
�L� 
�Z �

�Z �
　……�①

���　点�]�が複素数平面の原点を中心とした半径���の円周上���ただし，] �L�を除く��を動

　くから　　 ]  �

　①�を代入して　　
�L� 
�Z �

�Z �
 �
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　ゆえに　　
�Z �

�Z �
 �　　　よって　　Z��  Z��

　したがって，点�Z�は，��点���，��を結ぶ線分の垂直二等分線，すなわち，虚軸を描く。

���　点�]�が実軸上を動くことから　　] ]

　①�より

　　] � �
�L� 
�Z �

�Z �
 

･�L �Z �

�Z �
 

L� 
�Z �

�Z �

　であるから　　
�L� 
�Z �

�Z �
 

L� 
�Z �

�Z �

　ゆえに　　�� 
�Z � �Z 
��  �Z 
�� �Z 
��

　両辺を展開して整理すると　　ZZ �

　よって　　 Z  �

　したがって，点�Z�は原点を中心とする半径���の円を描く。ただし，点���を除く。

５

[�

�\

�2

�

���

��

S　�図�　最大値�(� ��，最小値�(� ��

 解説

Z 
�] �

�� ]
�から　　Z�� 
�]  ]��

すなわち　　�Z 
�� ] Z��　……�①

Z ���とすると，� 
①�の左辺  �，� 
①�の右辺  ���となり，矛盾する。

よって　　　Z
��　……�②

したがって，Z��
��であるから，①�の両辺を�Z���で割ると　　] 
�Z �

�Z �

]�は虚軸上にあるから　　]� ] �

ゆえに，
�Z �

�Z �
�� �

�Z �

�Z �
 ��であるから　　

�Z �

�Z �
�

�Z �

�Z �
 �

[�

�\

�2

�

���

��

[�

�\

�2

�

���

�����L

(�
�

�

$

%

両辺に��Z 
�� �Z 
�� �を掛けると

　　　�Z 
�� �Z 
�� ��Z 
�� �Z 
��  �

　　　�ZZ�� �

　　　 �Z  �

よって　　Z  �

これと�②�から，Z�が描く図形を複素数平面上に図示

すると，右の図のようになる。

Z�L��  Z���� 
�L �であるから， Z�L�� �は，

点�Z�と点����L�の距離に等しい。

また　　　���L  (�

Z�L�� �が最大となるのは，Z�が右の図において

$�の位置にあるときであるから，求める最大値は

　　　　　(� ��

Z�L�� �が最小となるのは，Z�が右の図において

%�の位置にあるときであるから，求める最小値は

　　　　　(� ��

U　 Z�L�� �が最大となるとき　　Z 
�

(�
�
�

(�
L

　 Z�L�� �が最小となるとき　　Z �
�

(�
�
�

(�
L

１

[�

�\

�2

�

�

�

S　���　�図�　境界線上の点を含む．

　　　���　����DUJZ�����

 解説

[�

�\

�2

�

�

�

���　3 � 
] ��4 � 
Z ��2 � 
� �とする．

　3�は中心が点���，半径���の円の内部または円周上を動

　く．また，点�Z�は点�]�を点���の周りに�����回転し，

　D�倍�� 
 24 D23 �した点である．

　よって，点�4�は中心が点��DL，半径�D�の円の内部

　または円周上を動き，  D ��のときは原点，  D ��の

　ときは中心が点��L，半径���の円となる．

　 �� �D ��から，Z�の存在範囲は右図のようになる．

　ただし，境界線上の点を含む．

　T　>�@　 
D ��のとき　  ]
Z

LD
　　 ��] � ��に代入して　 ��

Z

LD
� �

　　　  L ��であるから　 ��Z �DL D

　　>�@　  D ��のとき　  Z �

　　>�@��>�@�から， �� �D ��で�D�を動かすと　  Z ��から� ��Z �L ��まで動く．

���　����の図から，Z�が境界線の���直線の線分上にあるときに，偏角は最大または最小

　となる．

　& � 
�L ，接点を�7�とすると　2& ���&7 ����&72 ����であるから　�&27 ���

　よって　 ���� �DUJZ ����

２

[�

�\

�2

�

�� �

��

[�

�\

�2

�(�
�

�

�

� �

�

�(�
�

��� ���S　���　�図�　　���　�図�

 解説
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[�

�\

�2

�

�� �

��

���　Z�が実数であるから　Z Z

　よって　]�
�

]
 ]�

�

]
�から　�] 
� ] �� ��

�

]]
 �

　ゆえに　　] ]， ]  �

　条件から　]
�

　したがって，右の図のようになる。

���　>�@　] ]，]
��のとき

　　]�は実数で，��]�
�

]
�
��

�

　　]!��のとき　]�
�] ���

��

�
]

　　 �] �]�� 
�

� ��]
�

�
�
�

�
!�

　　 �] �
��

�
]�����から　�] ��

�

� �] 
�� ��

　　よって　　
�

�
�]��

[�

�\

�2

�(�
�

�

�

� �

�

�(�
�

　　]���のとき　
��

�
]� �] ���]

　　 �] �]��!��から，これは成り立たない。

　>�@　 ]  ��のとき

　　] FRVK�LVLQK ����S�K 
�S ��とおくと

　　]�
�

]
 �FRVK �であるから　���FRVK�

��

�

　　よって　
�

�
�FRVK���から　�

S

�
�K�

S

�

　以上から，右の図のようになる。

３

S　���　� �図 ��点�L，�L�を除く　　���　� �図 ��点��，��を除く

[�

�\

�2

�

��

�� � [�

�\

�2

�

��

�� �

��� ���

 解説

���　]�L
���かつ��]�L
��から　]
�L

　
�

�] L
�

�

�] L
 

�]

��] �

[�

�\

�2

�

��

�� �

　これが実数のとき，
�]

��] �
 � �

�]

��] �
�が成り立つ。

　ゆえに　
�]

��] �
 

�]

��� 
] �

　すなわち　] �] �]�] �] � ] �

　　　　　　�] 
� ] �
�] 
��  �

　よって　　] ]　または　 ]  �

　したがって，]�は実数　または　 ]  �

　�ただし，]
 
�L

　よって，求める図形は右の図のようになる。ただし，点�L，�L�を除く。

���　Z 
�] L

�] L
�から　] 

�Z �

�Z �
L���Z 

�

　>�@　] ] �のとき

　　
�Z �

�Z �
L � �

�Z �

�Z �
L �から　

�Z �

�Z �
L 

�Z �

�Z �
� 
�L

　　ゆえに　�Z 
�� �Z 
�� ��Z 
�� �Z 
��  �

　　よって　 �Z �Z�Z��� �Z �Z�Z�� �

　　すなわち　 Z ����Z 

�

　　よって，点�Z�は点�2�を中心とする半径���の円周上を

　　動く。ただし，点���を除く。

[�

�\

�2

�

��

�� �

　>�@　 ]  ��のとき

　　]
�L�から　Z
�

　　
�Z �

�Z �
L  ��から　 Z��  Z��

　　よって，点�Z�は���点���，��を結ぶ線分の垂直二等

　　分線，すなわち虚軸上を動く。ただし，点���を除

　　く。

　>�@，>�@�から，求める図形は右の図のようになる。

　ただし，点��，��を除く。

４

S　���　�$3% 
S

�
　　���　W ��

 解説

���　$�� 
D ，%�� 
E ，3�� 
F �とする。

　　
�E F

�D F
 

��� �L
��� 
�W �

�� 
�� L W �

��
��� 
�W �

�� 
�� L W �

 
�� 
�� �L � ��� 
�� L W � ��� 
�W �

��� ��� 
�� L W � ��� 
�W �

　　　　��� 
��� ��L

���W �WL
 
�� 
�� �L

�W� 
�� �L
 
�

�W
･ � 
�� �L � 
�� �L

� 
�� �L � 
�� �L

　　　　　 
�

�W �� 
�L  
�

(� W �FRV
S

� ��LVLQ
S

�

　W�は正の実数であるから　　�DFE 
S

�

　したがって　　�$3% 
S

�

���　
�E �

�D �
 

��� �L �

�� �
 
�

� �� 
�L  
�(�
� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�

　よって，�D�E 
S

�
�であるから　　�$2% 

S

�

　ゆえに，点�3，2�は直線�$%�に関して同じ側にあり

　　　　　　　　　�$2% �$3%

　であるから，円周角の定理の逆により，��点�2，$，%，3�は同一円周上にある。

　この円の中心を�4 � 
] �とすると　　�$4% �･
S

�
 

S

�

　よって　　�� 
��L �] �FRV
S

� ��LVLQ
S

� �� 
�]

　したがって　　] 
�� L

�� L
 � 
�� L � 
�� L

� 
�� L � 
�� L
 ���L

　3�� 
Z �とすると，線分�23�の長さが最大となるのは，23�が円の直径となるときで

　　　Z �] ���L

　よって，
��� 
�W �

�� 
�� L W �
 ���L�から　　��W 
��  ��W 
�� ��WL �� 
��L

　ゆえに　　�W 
��� L �

　W�は正の実数であるから　　W ��
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