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 解説
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S　���　辺�$%�を斜辺とする直角二等辺三角形

　　　���　辺�2$�を斜辺とする直角二等辺三角形

 解説

�
S

�

S

�

$�� 
D

%�� 
E
2�� 
�

$�� 
D

���　 �D � �E  ��から　�D 
�LE �D 
�LE  �

　よって　　D �LE

�　ゆえに　D �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
E

　または　D �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
E

　したがって，点�$�は，点�%�を点�2�を中心として�
S

�
�
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　よって，三角形�2$%�は辺�$%�を斜辺とする直角二等辺
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　よって，三角形�2$%�は辺�2$�を斜辺とする直角二等

　辺三角形である。
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 解説
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また，$，%，&，+�はすべて異なる点であるから
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したがって，+�は�△$%&�の垂心である。
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 解説
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したがって，��点� �] ， �] ， �] ， �] �は同一円周上にある。
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　　　　　　G � G��D 
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よって　　G ��D G�F

ゆえに　　
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G �について，次のことも成り立つ。
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　　　　　　$%6&'�� ��
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 解説

複素数平面上で，3�� 
� ，$�� 
D ，%�� 
E ，&�� 
F �とする。

　　　 �$% � �3&  ��E D � �F � �E 
�D �E 
�D � �F

　　　　　　　　 �E �DE�DE� �D � �F
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�D �F 
�D � �E

　　　　　　　　 �F � DF�DF� �D � �E

よって，等式� �$% � �3&  �$& � �3% �から

　　　　　 �E �DE�DE� �D � �F  �F �DF�DF� �D � �E
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D
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D
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D
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７

S　略　

 解説

$�� 
D

%�� 
E &�� 
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+�� 
�

$，%�から対辺に下ろした���つの垂線の交点を�

+�とする。

+$�%&�であるから，
�F E

D
�は純虚数である。

すなわち　� �
�F E

D
 �

�F E

D

よって　　DF�DE DE� DF　……�①

+%�&$�であるから，
�D F

E
�は純虚数である。

すなわち　� �
�D F

E
 �

�D F

E

よって　　ED�EF EF�ED　……�②

①，②�の辺々を加えて整理すると　　�D 
�E F �E 
�D F

F
�，F
��であるから

　　　　　
�E D

F
 �

�E D

F
　すなわち　� �

�E D

F
 �

�E D
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また，$�と�%�は異なる点であるから　
�E D

F

�

よって，
�E D

F
�は純虚数となり，+&�$%�となる。

したがって，��つの垂線�$+，%+，&+�は���点で交わる。
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 解説
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複素数平面上において，0�を原点とし，点�$，%，&�を

表す複素数をそれぞれ�D，�E，E �とおく。

このとき
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�E D � 
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　 ���EE ED DE DD ����EE ED DE DD

　 �� 
�DD EE  �� 
��D �E

また��　��
�$0 
� �%0  �� ����� D ��� � 
�E

　　　　　　　　　　� �� 
��D �E

よって　　 �$% � �$&  ��
�$0 
� �%0
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 解説
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��� L � 
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�
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　よって，
�F D

�E D
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�が純虚数であるから，�%$& 

S
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　したがって，直線�$%�と直線�$&�は垂直に交わる。
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 解説

$��D�

%��E�
&��F�

'��G�
円周角の定理から　　�$&% �$'%

よって　　DUJ
�E F

�D F
 DUJ

�E G

�D G

すなわち　DUJ
�E F

�D F
�DUJ

�E G

�D G
 �

ゆえに　　DUJ� �
�E F

�D F
	
�E G

�D G
 �

したがって，
�E F

�D F
	
�E G

�D G
�は実数である。
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 解説

D�F E�G�から　
�D F

�
 
�E G

�

よって，四角形�$%&'�の対角線�$&，%'�の中点が一致する。

ゆえに，四角形�$%&'�は平行四辺形である。

また，G�D L�E 
�D ，D
E �から

　　　　　
�G D

�E D
 L　……�①

これは純虚数であるから，��直線�$'，$%�は垂直に交わる。

よって　　�%$' 
S

�

また，①�から　
�G D

�E D
 �

ゆえに　 G�D  E�D

したがって　$' $%

以上から，四角形�$%&'�は正方形である。
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E
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　　　���　�2%$ 
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�
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�
，�2$% 
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�
�の直角三角形

　　　���　(� �(� L

 解説

���　 �D ��DE�� �E  ��の両辺を� �E �� 

� �で割ると　　
�

� �
D

E
��･

D

E
�� �

　したがって　　
D

E
 �� 
�� �( ��� 
�� ･� �  ��(� L

　���DUJ
D

E
�S�であるから，

D

E
�の虚部は正である。

　よって　　
D

E
 ��(� L
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E
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D

S

�

S

�

��2%

���　����より　　D �� 
�(� L E ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
E

　よって，点�$�は，点�%�を点�2�を中心として�
S

�
�だけ

　回転し，点�2�からの距離を���倍に拡大した点である。

　したがって，△2$%�は��2%$ 
S

�
，

　�$2% 
S

�
，�2$% 

S

�
�の直角三角形である。

���　点�&�を表す複素数を�F�とする。

　四角形�2$%&�が平行四辺形となるとき　　2&6$%，2& $%

　よって　　F E�D E��� 
�(� L E �(� LE �(� L�� 
�L  (� �(� L
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S

�
，�% 
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�
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�
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 解説

等式を変形すると　　��
�D ��DE 
� �E ��

�E ��EF 
� �F  �

すなわち　　� �
� 
�D E � �

� 
�E F  �

両辺を� �
� 
�D E ��� 

� �で割ると　　��

�

� �
�E F

�D E
 �

よって　　
�

� �
�F E

�D E
 ��　　　　ゆえに　　

�F E

�D E
 �(� L
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(� $%

$�� 
D %�� 
E

&�� 
F

S

�

S

�

これは純虚数であるから，��直線�%$，%&�は垂直に交わり

　　　　　�% 
S

�

また，
�F E

�D E
 (� �であるから　　 F�E  (� D�E

すなわち　%& (� $%

したがって，�$%&�は��$ 
S

�
，�% 

S

�
，�& 

S

�

の直角三角形である。

１

S　���　���� �� (� L　　

　　　���　$�D���%�E���&�F��とすると，  $ ����  % ����  & ����の直角三角形

 解説

���　等式から　  �� 
�D E �
� 
�� �

� 
�F E 　　 
E F�から　  
�

� �
�D E

�F E
�

� 
��

　ゆえに　  � ��
�D E

�F E
� � ���

�

� �
�D E

�F E
･�
�D E

�F E
� �

　よって　  
�D E

�F E
���� �� (� L

���　同一直線上にないことから　 

�D E

�F E
��

　ゆえに　  
�D E

�F E
���  DUJ

�D E

�F E
�� 
���

　よって，点�$ � 
D ��% � 
E ��& � 
F �を頂点とする三角形について�  
$%

&%
���  % ����である

　から，  & ����となる．

　したがって，  $ �����  % �����  & ����の直角三角形である．

２

S　���　 �]  FRV� ��K
S

�
�LVLQ� ��K

S

�
　　���　 �]  

�

� �FRV � 
�S K ��LVLQ � 
�S K

　　　���　 �]  
(�
�
� (��

�
L

 解説

���　  �]  ･
�� (� L
�

�� 
�FRVK LVLQK � ��
�

�
(�
�

L � 
�FRVK LVLQK

  � ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

� � 
�FRVK LVLQK �FRV� ��K
S

�
LVLQ� ��K

S

�

���　 �]  �
�

�� 
�FRVK LVLQK
 �

�

� �FRVK 
�LVLQK  
�

� �FRV � 
�S K ��LVLQ � 
�S K

S

�

S��K

�3 � 
�]

�3 � 
�]

�3 � 
�]
2

���　 �23  ��� �23  �� �� �3 �23  
S

�
�から

　　　　　　　　� �3 �3 2 
S

�

　よって，���点�2�� �3 �� �3 � � �3 �が同一円周上にあるのは，

　� �23 �3  
S

�
��すなわち��

��] �]

�� �]
�が純虚数のとき。

　
��] �]

�� �]
 � �] ��

�

�]
�]  

�
�] ��

　　　　�� ��FRV�K 
�� �L･�VLQ�K

　ゆえに，�FRV�K�� ��から　���
�FRV K 
�� �� �　　　よって　 �FRV K 

�

�

　��K�
S

�
�であるから　　FRVK (�

�
���VLQK (��

�

　したがって　 �]  ��
(�
� �� (��

�
L  (�

�
� (��

�
L

１

S　D �，E �

 解説

��点�D D��L，E ��EL，F E��DL �が一直線上にあるから，

��EL N�D 
��L ，E��DL O�D 
��L �となる実数�N，O�が存在する。

ゆえに　DN �　……�①，�N E　……�②，DO E　……�③，�O �D　……�④

①，②�から　DE �　……�⑤，　　③，④�から　E � �D 　……�⑥

⑤，⑥�から　� �D  �　　D�は実数であるから　D �

これを�⑥�に代入して　E �

２

S　 D  �

 解説

�D ��
�

D
��D ��

�

D
 DD�D･

�

D
�
�

D
･ D�

�

DD
 �D �

�
�D
��

よって　　 �D �
�
�D
�� �

すなわち　 �D �
�
�D
 �

　　　　　 �D  W�とおくと　W�
�

W
 �

両辺に�W�を掛けると　 �W �� �W

よって　　 �W ��W�� �　　すなわち　 �
� 
�W �  �

ゆえに　　W �　　すなわち　 �D  �

　　　　　 D !��であるから　 D  �

３

S　証明略；E �
�

DD
，D 

�

DD
��D 
�D ，E DD�

�D D

DD

 解説

��次方程式� �[ � �D[ �E[�� ��……�①�が�[ D�を解にもつから

　　　　　 �D � �DD �ED�� �　　���よって　　 ����D �DD ED � �

ゆえに　　 �D �D �D �ED�� �　　すなわち　　 �
� 
D �D �

� 
D �ED�� �

したがって，①�は�[ D �を解にもつ。

また，①�の解は�D，D，E�であるから，解と係数の関係より

　　　　D� D�E �D�……�②，DD�DE�ED E �……�③，DDE ���……�④

D
��であるから，④�より　　E �
�

DD

②�から　　D �E��D 
� D  
�

DD
��D 
� D

③�から　　E DD�E�D 
�D  DD�
�D D

DD

４

S　略

 解説

DE �が実数のとき　　  DE DE　

すなわち　　  DE DE
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D �， 
D ��から，両辺を�DD �で割ると

　　  
E

D

E

D
　　すなわち　　  � �

E

D

E

D

よって，
E

D
�は実数であるから，  

E

D
N�すなわち�  E ND �となる実数�N�がある。

逆に，  E ND�となる実数�N�があるとき， 
D ��から　　  
E

D
N

よって，
E

D
�は実数であるから

　　  � �
E

D

E

D
　　すなわち　　  

E

D

E

D

両辺に�DD �を掛けると　　  DE DE

すなわち　　  DE DE

したがって，DE �は実数である。

５

S　���　L��　　���　�　　���　略

 解説

���　D (�
�
�
�

�
L FRV����LVLQ���

　　E 
�

�
� (�
�

L FRV����LVLQ���

　よって　 �F  
�D � �E  �

� 
�FRV��� LVLQ��� � �
� 
�FRV��� LVLQ���  L��

���　同様にして　 ��D  �， ��E  �

　D
�，E
��であるから　 ��D � ��D �……�D�� �， ��E � ��E �……�E�� �

　よって　
 Q �

��

& QF  
 Q �

��

& � 
�QD QE  D
 Q �

��

&
�Q �D �E

 Q �

��

&
�Q �E  �

���　 TF  
TD � TE  

T

� �
�

D
�

T

� �
�

E
 
�
TD
�
�
TE
 

SD
��D
�

SE
��E

　　　� SD � SE  SF

　よって， SF �と� TF �は共役な複素数である．

６

S　���　�　　���　�　　���　
Q

�

 解説

���　  K
����

Q
， �Q ��であるから　 
] �，

　  Q]  �FRVQK LVLQQK  �FRV���� LVLQ���� �

　ゆえに　  
 N �

Q

&
N]  

]� 
�� Q]

�� ]
�

���　  N]  N� 
�FRVK LVLQK �FRVNK LVLQNK

　よって，����から　  
 N �

Q

&
N]  

 N �

Q

& � 
�FRVNK LVLQNK  �
 N �

Q

& FRVNK L
 N �

Q

& VLQNK �

　ゆえに　  
 N �

Q

& FRVNK �

���　  
 N �

Q

&
�FRV NK  

 N �

Q

&
�� FRV�NK

�
�

Q

�

�

�  N �

Q

& FRV�NK

　ここで　  Z �FRV�K LVLQ�K �とおく．  �K
����

Q
， �Q ��であるから

　 
Z �，  QZ  �FRV�QK LVLQ�QK  �FRV���� LVLQ���� �

　ゆえに　  
 N �

Q

&
NZ  

Z� 
�� QZ

�� Z
�

　よって，����と同様にして　  
 N �

Q

& FRV�NK �

　したがって　  
 N �

Q

&
�FRV NK

Q

�

７

S　���　��　　���　��
�

�
�

 解説

���　]� �] � �] � �] � �] � �] �は初項�]，公比�]�である等比数列の，初項から第���項まで

　の和である。

　]
��であるから　　���]� �] � �] � �] � �] � �]  
]� 
�� �]

�� ]
 
�] �]

�� ]

　これと� �]  ��から　　]� �] � �] � �] � �] � �]  
�] �

�� ]
 �

�] �

�] �
 ��

T　 �]  ��から　　 �] �� �

　左辺を因数分解すると　　�] 
�� �
�] � �] � �] � �] � �] �] 
��  �

　]
��であるから　　 �] � �] � �] � �] � �] �]�� �

　すなわち　　　　　��]� �] � �] � �] � �] � �]  ��

���　 �]  ��から　　 �]  �

　よって　　 ]  �

　]�の偏角は�K�であるから　　] FRVK�LVLQK

　したがって

　　　]� �] � �] � �] � �] � �]  �FRVK 
�LVLQK ��FRV�K 
�LVLQ�K

　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� 
�FRV�K LVLQ�K ��FRV�K 
�LVLQ�K

　　　　　　　　　　　　　　　　　　��� 
�FRV�K LVLQ�K ��FRV�K 
�LVLQ�K

　����より，]� �] � �] � �] � �] � �]  ���であるから，実部に着目すると

　　　FRVK�FRV�K�FRV�K�FRV�K�FRV�K�FRV�K ��　……�①

　また， �]  ��より，�K �NS���N�は整数��と表されるから

　　　FRV�K FRV � 
��K �K  FRV � 
��NS �K  FRV � 
��K  FRV�K

　同様に考えると　　�FRV�K FRV�K，FRV�K FRVK

　ゆえに，①�から　　�FRVK��FRV�K��FRV�K ��

　すなわち　　FRVK�FRV�K�FRV�K �
�

�

T　 �]  ��から　　 �]  ��] ， �]  ��] ， �]  ��]

　したがって

　　　]� �] � �] � �] � �] � �]  ]� �] � ��] � �] � ��] � ��]

　　 �FRVK 
�LVLQK ��FRV�K 
�LVLQ�K

　��　　　　　　　　����� ��FRV � 
��K LVLQ � 
��K ��FRV�K 
�LVLQ�K

　��　　　　　　　　����� ��FRV � 
��K LVLQ � 
��K ��FRV � 
�K ��LVLQ � 
�K

　　 �FRVK��FRV�K��FRV�K

　����より，]� �] � �] � �] � �] � �]  ���であるから

　　　　FRVK�FRV�K�FRV�K �
�

�

８

S　���　 �]  D　　���　���個　　���　���

 解説

���　D FRV
����

�
�LVLQ

����

�
�であるから　 �D  �

　よって　 �]  
�D ， �]  

�D  �D ， �]  
��D  �D

　ゆえに　 �]  
�D  D

���　D FRV
����

�
�LVLQ

����

�
�であるから，D， �D ， �D ， �D �は互いに相異なる．

　����から， �] �の次に�D�となるのは　 �]

　同様の計算をして， �] �の次に�D�となるのは�� �� �]  �]

　以下同様に考えて， Q]  D�となる�Q�は　Q �O�����O�は自然数�

　��Q�����から　��O���　　よって　���個

���　����の考えから， Q] �は�D，
�D ， �D ， �D �の値を繰り返しとる．

　よって　�
 Q �

���

& Q]  
 O �

��

& � 
���D �D �D �D  ���D�
�D � �D 
� �D

　ここで， �D  ��より　 �D �� ��であるから　�D 
�� �
�D � �D � �D �D 
��  �

　D
��であるから　 �D � �D � �D �D�� �

　すなわち　D� �D � �D � �D  ��

　ゆえに　
 Q �

���

& Q]  ��･� 
��  ���

９

S　���　��L (� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
，��(� L ��FRV

S

� ��LVLQ
S

�

　　　���　Q �P　　���　� 
P，Q  � 
��，�� ，� 
��，��

 解説

���　 ��L  ( �� �  (� ， ��(� L  ( �� �  �

　よって　��L (� �
�

(� ��
�

(�
L  (� �FRV

S

� ��LVLQ
S

�

　　　　　��(� L ��
�

� �� (�
�

L  ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�

���　 Q
� 
�� L  Q�� L  Q

� 
(�  
Q
�� ， P

� 
�� (� L  P�� (� L  
P�

　 Q
� 
�� L  P

� 
�� (� L �から　
Q
��  P� 　　よって　Q �P

���　　 Q
� 
�� L  

Q
�� �FRV

QS

� ��LVLQ
QS

�

　　　 P
� 
�� (� L  

P� �FRV
PS

� ��LVLQ
PS

�

　 Q
� 
�� L  P

� 
�� (� L �から　 Q
� 
�� L  P

� 
�� (� L

　よって，����から　Q �P　……�①

　DUJ Q
� 
�� L  DUJ P

� 
�� (� L �から

　　　　　　
QS

�
 

PS

�
��NS���N�は整数�

　すなわち　�Q �P���N　……�②
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　①，②�から　P ��N，Q ��N

　P!��から　N �，�，�，……

　更に，P�Q ��N�����から　N �，�

　以上から　� 
P，Q  � 
��，�� ，� 
��，��

10

[�

�\

�2 �

�

��

��

S　�図�

 解説

Z�が実数のとき　　Z Z

[�

�\

�2 �

�

��

��

よって　　　　　　]�
�

]
 �]

�

]

ゆえに　　　　　　]�
�

]
 ]�

�

]

すなわち　　　　　 �] ]� ] ] �
� 
] �]

よって　　　　　　]] �] 
� ] ��] 
� ]  �

ゆえに　　　　　　�
�] 
�� �] 
� ]  �

すなわち　　　　　 �]  �　または　] ]

よって　　　　　　 ]  �　または　]�は実数

]
��であるから，求める図形は右の図のようになる。

T　]�は���でない複素数であるから，実数�U�を用いて

　　　　　] U�FRVK 
�LVLQK ��U!��　と表せる。

　このとき　　Z ]�
�

]
 ]� ��]  U�FRVK 
�LVLQK � ��U �FRV � 
�K ��LVLQ � 
�K

　　　　　　　��� U�FRVK 
�LVLQK � ��U �FRVK 
�LVLQK

[�

�\

�2 �

�

��

��

　　　　　　　��� �U ��
�

U
FRVK��U ��

�

U
LVLQK

　Z�が実数となるとき　�U ��
�

U
VLQK �

　よって　　　　　　　U�
�

U
 �　または　VLQK �

　U�
�

U
 ��より　　 �U  �　　　　U!��より　　U �

　VLQK ��より　　FRVK ��

　よって　　] FRVK�LVLQK　または　] �U���U!��

　ゆえに，求める図形は右の図のようになる。

11

S　  N �

 解説

���

D

E

�

点��，D，E�は時計回りに正三角形の頂点をなすとしてよい．

このとき　  �D � � 
�E � � 
�FRV��� LVLQ���

 
�� (� L
� � 
�E �

よって　　  D �
�� (� L
�

E
�� (� L
�

�……�①

また，解と係数の関係から

　　　　　  �D E ���……�②　　  DE N�……�③

①，②�から　  D �
�� (� L
� � 
��� D

�� (� L
�

よって　　  
�� (� L
�

D �(� L

ゆえに　　  D  �
�L

�(� L
 � � 
�(� L L

�
�
�� (� L
�

②�から　  E
��� (� L
�

よって，③�から　  N  DE  � 
�� (� L � 
�� (� L
�

�

12

S　  �] �� ��L��  �] �� ��L

 解説

�

�

%

$

&

[

\

2

3�� 
] �とし，原点�2�と点�$�� 
�� �L を考える．

 � ��] � �L ] �から  �$3 23

すなわち�23���3$ ������であるから，点�3�の軌跡は

アポロニウスの円で，3�は線分�2$�を�������の比に内分，

外分する点を直径の両端とする円周上にある．

線分�2$�を�������の比に内分する点を�%�とすると

点�%�を表す複素数は�  
�� 
�� �L

�� �
�� �L

線分�2$�を�������の比に外分する点を�&�とすると点�&�を

表す複素数は�  
�� 
�� �L

�� �
�� �L

�2% �] 2&�であるから�  �] �� �L��  �] �� �L

13

S　���　略　　���　略

 解説

���　△$%&�が正三角形であるとき　  
$&

$%

%$

%&
��かつ��  �%$&  �&%$ ���

　ゆえに　  
�F D

�E D

�D E

�F E
��かつ���  DUJ� �

�F D

�E D
DUJ� �

�D E

�F E

　よって　  
�F D

�E D

�D E

�F E
　　　　ゆえに　  � 
�F D � 
�F E � 
�D E � 
�E D

　展開して整理すると　  ������D �E �F DE EF FD �

���　�
��が成り立つとき　  � 
�F D � 
�F E � 
�D E � 
�E D �……�①

　  D E�のとき

　　  �� 
�F D �　　　ゆえに　  F D　　　よって　  D  E F

　　したがって，$ % &�となる．

　 
D E�のとき

　　①�より， 
E F�であるから　  
�F D

�E D

�D E

�F E

　　よって　  
�F D

�E D

�D E

�F E
��かつ���  DUJ� �

�F D

�E D
DUJ� �

�D E

�F E

　　ゆえに　  
$&

$%

%$

%&
���かつ��  �%$& �&%$　　　よって　△$%&4△%&$

　　したがって　  �$  �% �&　　　ゆえに，△$%&�は正三角形である．

　以上から，題意は証明された．
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１

S　D ��のとき����以外の任意の数，D ���のとき���以外の任意の数，

　　　D
���のとき� ]  ����]
 ��
�

D
�を満たす数

 解説

�D ]

�� D]
�が実数となるための条件は　　

�D ]

�� D]
 � �

�D ]

�� D]

よって　　　
�D ]

�� D]
 

�D ]

�� D �]

ゆえに　　　�D 
�] �� 
�D �]  �D 
� ] �� 
�D]

展開して　　D�DD �]�]�D] ] D�DD]� ]�D]]

D  ��から　　 �D  �　　　　よって　　DD �　……�①

したがって　　D� ]�]�D �]  D�]� ]�D �]

整理して　　D�D� �] �D 
�D  �　　　ゆえに　　�D 
�D �� 
� �]  �

①�から　　D 
�

D
　　　　これを代入して　　�D ��

�

D �� 
� �]  �

よって　　
�

D �
�D 
�� �� 
� �]  �

ゆえに　　D ��　または　 ]  �

��D]
��であるから，題意を満たす�]�は次のようになる。

　　　　　D ��のとき　���以外の任意の数

　　　　　D ���のとき　��以外の任意の数

　　　　　D
���のとき　 ]  ����]
 ��
�

D
�を満たす数

２

S　] ��，
��� (� L
�

 解説

]  ��から　　]] �　……�①　　　　
�] �
�]
 
�

]
�

�

� �
�

]
　……�②

①�から　　
�

]
 ]　　　　これを�②�に代入して　　

�] �
�]
 ]� �

� 
]

よって，
�] �
�]
�が実数であるための条件は

　　　　　　　 �] �
� 
]  ]� �

� 
] 　すなわち　]� �]  ]� �
� 
]

整理すると　　]� ]� �] � �
� 
]  �　　　　ゆえに　　�] 
� ] ���] 
� ]  �

よって　　]� ] �　または　��]� ] �

>�@　]� ] ��のとき　　] ]

　ゆえに，]�は実数であるから， ]  ��より　　] ��

>�@　��]� ] ��のとき　　]� ] ��

　また，①�から　　　　　���] ] �

　ゆえに，]，] �は���次方程式� �[ �[�� ��の解である。

　この方程式を解くと　　[ 
��� ( ��� ･� �

･� �
 

��� (� L
�

>�@，>�@�から　　] ��，
��� (� L
�

T　①�から　　
�

]
 ]　　　　よって　　� �

�] �
�]
 

�] �
�

� 
]
 
�

]
�

�

� �
�

]
 ]� �]

　よって，
�] �
�]
�が実数であるための条件は　　]� �]  

�] �
�]

　整理すると　　 �] � �] �]�� �

　左辺を因数分解して　　�] 
�� �] 
�� �
�] �] 
��  �

　これを解いて　　] ��，
��� (� L
�

３

S　>略@

 解説

 �� ��� ] �
� 
�� ] ��� 
�� ] � 
�� ] � 
��� � ] �]

 ������� �] �] � �] � � ] �]

  �����] � ] � �] �] ��� 
�] � �� 
�] ]

�] ] �は実数であり，また� �[ ��であるから　 ��] ] �

ゆえに　 ��� ��� ] �
� 
�� ] ��　　よって　 ���� ]

�
� 
�� ]

�
�

!�� ] �， !�� ] ��であるから　 ��� ]
�� ]

(�

等号は�  ] ��かつ�  �] ] ��のとき成り立つ．

 �] ] ��から，]�は純虚数または���である．

このうち�  ] ��を満たすものは�  ] �L　すなわち　  ] �L�のとき等号が成り立つ．

４

S　(� ���U�(� ��

 解説

　　　　D�
�

D
 U�FRVK 
�LVLQK �

�

U �FRVK 
�LVLQK  �U ��
�

U
FRVK�L�U ��

�

U
VLQK

よって，点�D�
�

D
�と実軸との距離は　　 �U ��

�

U
VLQK

ゆえに，求める条件は， �U ��
�

U
VLQK ���が任意の角�K�に対して成り立つことである。

VLQK ���であるから　　 U�
�

U
��　　　　両辺を���乗して　　 �U ���

�
�U
��

�U !��であるから　　 �U �� �U ����　　　　したがって　　���(� �
�U ����(�

( �� �(�  (� ��，( �� �(�  (� ���で，U!��であるから

　　　　(� ���U�(� ��

５

S　���　��　　���　�　　���　�　　���　��

 解説

���　 �D  FRV�����LVLQ���� ��であるから　 �D �� �

　 �D �� �D 
�� �
�D � �D � �D � �D � �D �D 
��  �

　D
��であるから　 �D � �D � �D � �D � �D �D ��

���　� 
与式  
�

�� D
�

D

�D �D
 

�

�� D
�

D

�D �
 
�� D

�� D
 �

���　� 
与式  �
�

�� D ��
�

�� �D
��

�

�� �D ��
�

�� �D
��

�

�� �D ��
�

�� �D

　ここで，����と同様に　
�

�� �D
�

�

�� �D
 

�

�� �D
�

�D

��D �
 �，

　　　　　　　　　　　
�

�� �D
�

�

�� �D
 

�

�� �D
�

�D

��D �
 �

　ゆえに　� 
与式  ����� �

���　� 
与式  ��D�� ��
�

�� D
���

�D �� ��
�

�� �D
���

�D �� ��
�

�� �D

　　　　　　�� ���� �D �
�

�� �D
���

�D �� ��
�

�� �D
���

�D �� ��
�

�� �D

　　　　�� ����D�
�D � �D � �D � �D 
� �D �

�

�� D
�

�

�� �D
�

�

�� �D
�

�

�� �D

　　　　　　�
�

�� �D
�

�

�� �D

　　　　�� ���� 
�� �� ��

６

S　���　] �VLQK�FRV� ��K
S

� ��LVLQ� ��K
S

�
　　���　�����個

 解説

���　  ]  �� � 
�FRV�K LVLQ�K ��� FRV�K LVLQ�K

  �� �VLQ K �LVLQKFRVK �VLQK � 
�VLQK LFRVK

　��K�S�であるから　VLQK!�

　また　VLQK FRV� ��K
S

�
，�FRVK VLQ� ��K

S

�

　よって　] �VLQK�FRV� ��K
S

� ��LVLQ� ��K
S

�

���　����から

　 ����]  ����
� 
�VLQK �FRV� ������ ��K

S

� ��LVLQ� ������ ��K
S

�

　　　 ����
� 
�VLQK �FRV� ������K

S

� ��LVLQ� ������K
S

�

　 ����
� 
�VLQK !��であるから，求める条件は　����K�

S

�
 �QS���Q�は整数�　……�①

　��K�S�であるから　�
S

�
�����K�

S

�
�������S�

S

�

　①�から　�
�

�
�Q������

�

�

　これを満たす整数�Q�は　Q �，�，�，……，����

　したがって，����K�
S

�
 �QS�となる整数�Q�は　�����個。

　すなわち，求める�K�の値は全部で������個。

７

S　���　]� �] � �] � �] � �] � �]  ��

　　　���　D� D ��，DD �，D 
��� (� L
�

　　���　�

 解説

���　ド���モアブルの定理から　　 �]  FRV�S�LVLQ�S �

　よって　　]� �] � �] � �] � �] � �]  
]� 
�� �]

�� ]
 
�] �]

�� ]
 
�] �

�� ]
 ��
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���　 ]  ��であるから， �]  ] ] �より　　] 
�

]

　ゆえに，N �，�，……，��に対し

　　 N]  N
� 
]  

�
N]
 

�]
N]
 �� N]

　が成り立つ。

　よって　　D ��] �] �]  �] � �] � �]

　ゆえに　

　　D�D �]�
�] 
� �] ��

�] � �] 
� �]  ]� �] � �] � �] � �] � �]  ��

　　DD �]�
�] 
� �] �

�] � �] 
� �]  �] � �] � ��] � �] � �] � �] � �] � �] � �]

　　　�� ��]� �] � �] ��� �] � �] � �] �� ��]� �] � �] � �] � �] � �]  �

　よって，解と係数の関係から，D，D �は���次方程式� �[ �[�� ��の解である。

　これを解くと　　[ 
��� (� L
�

　ここで，VLQ
�

�
S �VLQ

S

�
�であり

　　　VLQ !
�

�
S VLQ

S

�
，VLQ !

�

�
S �

　であるから，ド���モアブルの定理より�D�の虚部は

　　　VLQ
�

�
S�VLQ

�

�
S�VLQ

�

�
S VLQ

�

�
S�VLQ

�

�
S�VLQ

S

�
!�

　ゆえに　　D 
��� (� L
�

���　����の結果から　　D 
��� (� L
�

　E �� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �とおくと

　　E �� 
� ] �� 
� �] �� 
� �]  �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]

　ゆえに　　�� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]  EE

　ここで

　　E ����]�
�] 
� �] ��

�] � �] 
� �] �� �]  �D�D �
��� (� L
�

�
��� (� L
�

　　��� �(� L

　であるから　　E (� L

　したがって，求める値は　　EE � 
�(� L ･(� L �

T　 N] ��N 
 �，�，……，� �は，方程式�

　 �[ �� �[ 
�� �
�[ � �[ � �[ � �[ � �[ �[ 
��  ��

　の解である。特に�N �，�，……，��のとき� N] 
��で，各� N] �はすべて異なるから

　　 �[ � �[ � �[ � �[ � �[ �[�� �[ 
�] �[ 
� �] �[ 
� �] �[ 
� �] �[ 
� �] �[ 
� �]

　ここに�[ ��を代入して

　　�� 
�] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �] �� 
� �]  ������������� �

８

S　���　 �D  ��(� ��L　　���　D �(� �FRV
�

��
S ��LVLQ

�

��
S

　　　���　] (� �FRV
�

��
S ��LVLQ

�

��
S ，(� �FRV

��

��
S ��LVLQ

��

��
S ，

　　　　　　��(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S

　　　���　�

 解説

���　 �D  �
� ��� 
�(� � � 
�(� � L  �

� 
�(� � ���(� 
�� �(� 
�� L� �
� 
�(� �

　　　 ��(� ��L

���　 �D  ( ��� 
��(�
��  ��であるから

　　 �D  ���
(�
� ��

�

�
L  ��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S 　……�①

　 �D  �D  ��であるから　 D  �(�

　よって，D�の偏角を�K�とすると

　　D �(� �FRVK 
�LVLQK

　ド���モアブルの定理から

　　 �D  ��FRV�K 
�LVLQ�K 　……�②

　��K��S�より����K��S�であるから，①，②より　　�K 
�

�
S，
�

�
S��S

　ゆえに　　K 
�

��
S，
��

��
S

　D�の虚部は正であるから　　K 
�

��
S

　よって　　D �(� �FRV
�

��
S ��LVLQ

�

��
S

���　] U�FRVX 
�LVLQX ����X 
��S �とおくと，ド���モアブルの定理から

　　 �]  �U �FRV�X 
�LVLQ�X

　 �]  D �のとき　　 �U  �(�

　U�は正の実数であるから　　U (�

　また，��X��S�より����X��S�であるから，����より

　　�X 
�

��
S，

�

��
S��S，

�

��
S��S

　ゆえに　　X 
�

��
S，
��

��
S，
��

��
S

　よって，方程式� �]  D�の解は

　　] (� �FRV
�

��
S ��LVLQ

�

��
S ，(� �FRV

��

��
S ��LVLQ

��

��
S ，

　　　���(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S

���　����とド���モアブルの定理により　　 QD  Q
� 
�(� �FRV

�Q

��
S ��LVLQ

�Q

��
S

　��L (� �FRV
S

� ��LVLQ
S

�
�であるから

　　 QZ  (�
Q

� 
�(� �FRV
��Q �

��
S ��LVLQ

��Q �

��
S

　 QZ �が実数となるとき，
��Q �

��
�は整数であるから，自然数�Q�は���の倍数でなければな

　らない。

　Q �，��のとき，
��Q �

��
�は自然数ではないので不適。

　Q ��のとき，
��Q �

��
 ��であるから条件を満たす。

　したがって，求める最小の自然数�Q�は　　Q �

９

S　���　 �]  
�� (� L
�

， �]  ��(� L　　���　D 
�� (� L
�

　　　���　  Q] �
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
�

�� (� L
�

　　　���　  Q ��N �　�N�は���以上の整数�

 解説

���　  �]  �
�� (� L
�

�] �  �
�� (� L
�

�
�� (� L
�

　　  �]  �
�� (� L
�

�] �
�� (� L
�

･ �
�� (� L
�

�

　　　  �
���� (� L �(� L �

�
� �� (� L

���　  �Q �] �
�� (� L
�

Q] ���……�①，  ��Q �] D
�� (� L
� � 
�Q] D ��……�②�とする。

　 �① ②�から　　  D �
�� (� L
�

D �

　よって　　  D  
�

�� (� L

�� (� L
�

���　����から　　  ��Q �]
�� (� L
�

�� (� L
� � ��Q]

�� (� L
�

　よって　　　�  �Q]
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
� � ���]

�� (� L
�

　　　　　　　　　　　　　��� 
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
�

　ゆえに　　  Q] �
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
�

�� (� L
�

���　  �
�� (� L
�

�
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
�

�� (� L
�

�とすると

　　　　　　  
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
�

��　……�③

　  
�� (� L
�

�FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�
，  
�� (� L
�

�FRV
S

�
LVLQ

S

�
�であるから

　
�� (� L
�

�Q �

� �
�� (� L
�

 �FRV� ���
S

�
�

S

� � 
�Q � LVLQ� ���
S

�
�

S

� � 
�Q �

　また　　  �� �FRVS LVLQS

　よって，③�から　　  ��
S

�
�

S

� � 
�Q � �S �NS　�N�は整数�

　すなわち　　  Q ��N �

　したがって，求める自然数�Q�は　　  Q ��N �　�N�は���以上の整数�

10

S　F �

 解説

解と係数の関係から　D�E �F��　……�①

また，条件から�
��D E �F

�
 ���……�②

①，②�から　 �F ��F�� �　　よって　F �，��
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F ��のとき　 �[ �[�� ��となり，この方程式は虚数解�[ 
��� (�� L
�

�をもつから適

する．

F ���のとき　 �[ ��[��� ��となり，解は実数��[ ��，����であるから三角形がで

きず，不適．

以上から　F �

11

S　���　 Q]  �
�Q �

� 
�� L ��　　���　略　　���　 �Q ��

 解説

���　漸化式を変形すると　 �Q �] �� �� 
�L � Q] 
��

　また　 �] �� ��� �

　よって，数列�� Q] ��� �は初項��，公比���L�の等比数列である．

　ゆえに　 Q] �� �･
�Q �

� 
�� L

　よって　 Q]  �
�Q �

� 
�� L ��

���　 ��P �]  � ��P �
� 
�� L �� � �P �

� �
�

� 
�� L ��

　ここで　 �
� 
�� L  ���L� �L  �L

　　　　　 �
� 
�� L  �

� �
�

� 
�� L  �
� 
�L  

��

　よって　 ��P �]  �･
�P �

� 

�� �� ��P �� ��

���　����から　 �Q �] � Q]  � Q
� 
�� L �� �Q �

� 
�� L  � �Q �
� 
�� L  � �Q �

� 
(�

　よって　 �Q �] � �Q �]  � Q
� 
(�

　ここで

　　DUJ
�Q] �Q �]

��Q �] �Q �]
 DUJ

��Q �
� 
�� L Q

� 
�� L

��Q �
� 
�� L Q

� 
�� L
 DUJ

�� � 
�� L

��� 
�� L � 
�� L

　　　　　　　　　��� DUJ
��� � L

���L � L
 DUJ

�L

�L �
 DUJ

L

�� L
 ������� ����

　したがって，求める面積は

　　△ Q3 �Q �3 �Q �3  
�

�
�� �Q �

� 
(� �� Q
� 
(� VLQ���� �� Q� �

�

(�
�
�

(�
 �Q ��

12

S　���　� �図 ��点�L，�L�を除く　　���　� �図 ��点��，��を除く

[�

�\

�2

�

��

�� � [�

�\

�2

�

��

�� �

　　���　　　　　　　　　　　　　���

 解説

���　]�L
���かつ��]�L
��から　]
�L

　
�

�] L
�

�

�] L
 

�]

��] �

[�

�\

�2

�

��

�� �

　これが実数のとき，
�]

��] �
 � �

�]

��] �
�が成り立つ．

　よって　
�]

��] �
 

�]

��� 
] �

　すなわち　] �] �]�] �] � ] �

　ゆえに　�] 
� ] �
�] 
��  �

　よって　] ]　または　 ]  �

　したがって，]�は実数，または　 ]  �

　�ただし，]
 
�L

　よって，求める図形は右図のようになる．ただし，点�L，�L�を除く．

���　Z 
�] L

�] L
�から　] 

�Z �

�Z �
L���Z 

�

　>�@　] ] �のとき

　　
�Z �

�Z �
L � �

�Z �

�Z �
L �から　

�Z �

�Z �
L 

�Z �

�Z �
� 
�L

　　ゆえに　�Z 
�� �Z 
�� ��Z 
�� �Z 
��  �

　　よって　 �Z �Z�Z��� �Z �Z�Z�� �

　　すなわち　 Z ����Z 

�

　　よって，点�Z�は点�2�を中心とする半径���の円周上を

　　動く．ただし，点���を除く．

　>�@　 ]  ��のとき

　　]
�L�から　Z
�

　　
�Z �

�Z �
L  ��から　 Z��  Z��

　　よって，点�Z�は���点���，��を結ぶ線分の垂直二等

　　分線，すなわち虚軸上を動く．ただし，点�2�を除く�

[�

�\

�2

�

��

�� �

　>�@，>�@�から，求める図形は右図のようになる．

　ただし，点��，��を除く．

13

S　略

 解説

� �� 　S� �T�の証明

　複号はそれぞれ同順とする。

　点� �] ， �] ， �] �は点� �] �を原点を中心として，それぞれ��
�

�
S，3

�

�
S�だけ回転したもの

　であるから　　　 �] � �] � �]

　　　　　　　　 �] ��FRV� ��
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S �] ��FRV� �3

�

�
S ��LVLQ� �3

�

�
S

　　　　　　　　 �] ���
�

� ��
(�
�

L �] ���
�

� �3
(�
�

L �]  �

� �� 　T� �S�の証明

　 �] � �] � �]  ��のとき， �] � �]  � �] �であるから　　 �] � �]  � �]

　すなわち　　 �] � �]  �]

　両辺を���乗すると　　 ���] �]  �
�]

　 ���] �]  � �] 
� �] � 
��] �]  � �] 
� �] � �] 
� �] ， �]  ��であるから

　　　　　　　� �] 
� �] � �] 
� �]  �　　　　ゆえに　　 �] �] � �] �] � �] �] � �] �]  �

　 �] �]  
�

�]  �， �] �]  
�

�]  ��であるから　　�� �] �] � �] �] �� �

　よって　　　 �] �] � �] �]  ��

　このとき　　 ���] �]  � �] 
� �] � 
��] �]  � �] 
� �] � �] 
� �]

　　　　　　　　　　　 �] �] � �] �] � �] �] � �] �]  
�

�] �� �] �] 
� �] �] �
�

�]

　　　　　　　　　　　 ��� 
�� �� �

　すなわち　　 �] � �]  (�

　同様にして， �] � �]  (� ， �] � �]  (� �も示される。

　以上から　　 �] � �]  �] � �]  �] � �]

　したがって，��点� �] ， �] ， �] �を頂点とする三角形は正三角形である。

� �� ，� �� �から，条件�S�と�T�は同値である。

14

S　���　略　　���　Q �，D 
�
��� �または�D 

� �
���

 解説

���　DUJ �Q �]  DUJ Q] ���Q 
�� DUJZ �であるから

　Q���のとき　DUJ Q]  DUJ �] �� � N �

�Q �

& � 
��N � DUJZ �Q DUJZ 
�Q

��
S

　これは，Q ��のときも成り立つ。

　よって， Q] �が実数� �
�Q

��
S NS���N�は整数��� � �Q  ��N

　ゆえに， Q] �が実数になるための必要十分条件は�Q�が���の倍数であることである。

���　DUJ
�Q �]

Q]
 ��Q 
�� DUJZ 

��Q �

��
S

　��Q����であるから　　
S

��
�

��Q �

��
S�
��

��
S

　△ Q23 �Q �3 �が直角二等辺三角形であるから

2 2

�

�
S

�3

�3

�3
�3

�

�
S

　　　　
��Q �

��
S 

S

�
�または�

S

�

　Q�は正の整数であるから　　Q �

　よって　� �3 �23  
S

�
�であるから

　　　　 �Z  (� �または�
�

(�

　Z  D�であるから　D 
�
��� �または�D 

� �
���
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１

S　  D ��， ��� (�

 解説

虚軸上の複素数解は�  [ \L���\�は実数��とおける．

与式に代入すると

　　　　  ������� 
\L �
� 
\L �

� 
\L � 
�D � \L D � �

ゆえに　  �����\ �\ D � � ���\ � 
�D � \ L �

D，\�は実数であるから

　　　���
 ����\ �\ D � ��……�①

 ��\ � 
�D � \ ������……�②

②�から　  \ �　または　  �\ �D �

 \ ��のとき　①�から　  D ��

 �\ �D ��のとき　①�から　  ����� 
�D � � 
�D � D � �

ゆえに　  ���D �D � �

 �\ ��D � ��であるから　  D ��� (�

以上から　  D ��， ��� (�

２

S　���　略　　���　� 
S，T，U  � 
��，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，���，�， 
��

 解説

���　D�が� �[ � �S[ �T[�U ��の解であるから　

　　　　　　 �D �S �D �TD�U �

　　　　　　 �D �S �D �TD�U �D �S �D � TD� U

　　　　　　　　　　　　　　�� ����D S �D TD U � �

　E
D�であるから�E D �が成り立つ。

���　点�F�は実軸上にあり，��点�D，E�は実軸に関して対称な位置にある。D�の虚部を正，E

�の虚部を負とすると，��点�D，E，F�が���辺の長さ(� �の正三角形をなすから

　　　　　　� 
D，E  �F�
�

�
� (�
�

L，F�
�

� �� (�
�

L 　……�①

　　または　� 
D，E  �F�
�

�
� (�
�

L，F�
�

� �� (�
�

L 　……�②

　DE�EF�FD ��から　DE�F�D 
�E �� �　……�③

　①�を�③�に代入すると　
�

� ��F
�

�
�
�

�
�F��F 
�� �� �　　ゆえに　F �，��

　　　S �� 
��D E F  �� 
��F � ，DE�EF�FD ��から　T �，

　　　U �DEF �� 
���F �F � F

　　　よって　� 
S，T，U  � 
��，�，� ，� 
�，�，�

　②�を�③�に代入すると　
�

� ��F
�

�
�
�

�
�F��F 
�� �� �　　ゆえに　F �，�

　　　S �� 
��D E F  �� 
��F � ，T �，U �DEF �� 
���F �F � F

　　　よって　� 
S，T，U  � 
�，�，� ，���，�， 
��

　以上から　� 
S，T，U  � 
��，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，���，�， 
��

３

�

��

��� [2

\S　�図�　境界線上の点を含まない

 解説

Z�の実部が正であるとき　 !�Z Z �

 �Z Z  ����]
�
�]

�
� 
]

�
�

� 
]

����] �] �
� 
]

�] �
� 
]

�]
�]

  
��] � ���] �

� 
] � ���] �
� 
]

�]
� ���] �

� 
] � 
��] � � 
��] �
�]

�

��

��� [2

\!��] � ��であるから　 !� ���] �
� 
] � 
��] � ��� 
] �

 ] �[ \L�とすると　  ��] �
� 
] �� 
��[ �\ �であるから

　　　　　 !� 
�[ \ � 
�[ \ � 
���[ �\ � �

>�@　 !���[ �\ � ��のとき　 !� 
�[ \ � 
�[ \ ��から

　 �\ [�� !\ �[　または　 !\ [�� �\ �[

>�@　 ����[ �\ � ��のとき　 �� 
�[ \ � 
�[ \ ��から

　 �\ [�� �\ �[　または　 !\ [�� !\ �[

よって，求める�]�の範囲は右図のようになる．

ただし，境界線上の点を含まない．

４

S　���　略　　���　略

 解説

���　 �
LX  LX LX  � L] 
� ��E LDZ � 
�L]

��E LDZ

　　　　 � L] 
� ��E LDZ � L] 
� ��E D LZ

　　　　 �
L] � ��E �D L] LZ 
�D L] LZ � ��E �D �

LZ

　したがって

　　　　
 L �

Q

&
�

LX  
 L �

Q

& � ����L]
��E � 
�D L] LZ D L] LZ ��E �D �

LZ

　　　　　　　� 
 L �

Q

&
�

L] � ��E �DD 
�DD � ��E �D E

　　　　　　　� 
 L �

Q

&
�

L] �� ��E �D � ��E �D

　　　　　　　� 
 L �

Q

&
�

L] �
�D

E

　ゆえに，与えられた等式は成り立つ。

���　
 L �

Q

&
�

LX ���であるから，����より　
 L �

Q

&
�

L] �
�D

E
���……�①

　E!��であるから，①�の両辺に�E�を掛けて整理すると　 �D �� � L �

Q

&
�

L] E

　 D ��，
 L �

Q

&
�

L] ���であるから　 D �)  L �

Q

&
�

L] (E

　ゆえに，与えられた不等式は成り立つ。

５

S　�ア�　U�
�

U
　　�イ�　 QU �

�
QU
　　�ウ�　 QU �

�
QU
　　�エ�　

��� (��
�

　　　�オ�　
�� (��
�

 解説

QD  QU �FRVQK 
�LVLQQK

�
QD
 ��

� 

QD  ��

� 

QU ��

� 
�FRVQK LVLQQK  
�
QU
�FRV � 
�QK ��LVLQ � 
�QK

���　 
�
QU
�FRVQK 
�LVLQQK

したがって　　 Q]  
QU �FRVQK 
�LVLQQK �

�
QU
�FRVQK 
�LVLQQK

　　　　　　　　 �
QU ��

�
QU
FRVQK�L�

QU ��
�
QU
VLQQK

よって　　 �I � 
U  
ア

�U
�

U
， QI � 
U  

イ QU �
�
QU
， QJ � 
U  

ウ QU �
�
QU

�]  �U ��
�

U
FRVK�L�U ��

�

U
VLQK �であるから

　　　　　Z �] �
�

�
L �U ��

�

U
FRVK�L��U ��

�

U
VLQK ��

�

�

ゆえに，Z�の虚部の絶対値が���以下となるとき

　　　　　 �U ��
�

U
VLQK�

�

�
��

　　　　　����U ��
�

U
VLQK�

�

�
��

　　　　　�
�

�
��U ��

�

U
VLQK�

�

�
　……�①

K�がすべての実数を動くとき，�U ��
�

U
VLQK �の最大値は� U�

�

U
，最小値は�� �U

�

U
�

である。

ゆえに，実数�K�のどのような値に対しても，Z�の虚部の絶対値が���以下となるための

条件は，①�から　　�
�

�
�� �U

�

U
��かつ�� U�

�

U
�
�

�

すなわち　　 U�
�

U
�
�

�

U�
�

U
�
�

�
�から　　�

�

�
�U�

�

U
�
�

�

両辺に��U��� 
!� �を掛けると　　�U�� �U ���U

�U�� �U ���から　　� �U �U����

これを�U!��の範囲で解くと　　U�
��� (��
�

　……�②

� �U ���U�から　　� �U �U����

これを�U!��の範囲で解くと　　��U�
�� (��
�

　……�③
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②，③�から，求める�U�の値の範囲は　　
エ ��� (��

�
�U�

オ �� (��
�

６

S　略

 解説

正三角形�$%&�の���頂点がすべて有理点であると仮定する。

複素数平面上で，$�� 
�，%��D 
�EL ，&��F 
�GL ��D，E，F，G�は有理数，DE
��かつ�

FG
���とおける。

$�の周りに�%�を�
S

�
�または��

S

�
�だけ回転させると，&�に一致するから

　F�GL �D 
�EL �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
 �D 
�EL �

�

� ��
(�
�

L

　　　��� 
�

� ��
D 
3(� E ��E �
�(� D L 　　�複号同順�

よって　�F�D �(� E，�G�E �(� D

�F�D，�G�E �は有理数で，�(� E，�(� D�は無理数であるから，これは矛盾する。

したがって，��つの頂点が有理点である正三角形は存在しない。

７

S　���　略　　���　[ �，
S

�
，S，

�

�
S　　���　略

 解説

���　整数�Q�に対し，ド���モアブルの定理から

　　　 Q]  Q
� 
�FRVK LVLQK  FRVQK�LVLQQK　……�①

　　　
�
Q]
 �Q]  �Q

� 
�FRVK LVLQK  FRV � 
�QK �LVLQ � 
�QK

　　　　��� FRVQK�LVLQQK　……�②

　①�②�より　�FRVQK Q] �
�
Q]
　ゆえに　FRVQK 

�

� �
Q] ��

�
Q]

　①�②�より　�LVLQQK Q] �
�
Q]
　ゆえに　VLQQK 

�

�L �
Q] ��

�
Q]
 �

L

� �
Q] ��

�
Q]

���　]�
�

]
 �FRVK �であるから，����で�K [�とすれば

　　　FRV�[ 
�

� �
�] ��
�
�]
 
�

� �
�

� ��]
�

] ���  � �FRV [��

　　　FRV�[ 
�

� �
�] ��
�
�]
 
�

� �
�

� ��]
�

]
���] ���

�

]
 � �FRV [��FRV[

　ゆえに，FRV[ W�とおくと，与式は

　　　W���
�W 
�� ���

�W 
��W  �

　　　� �W � �W ��W�� �

　　　�W 
�� �W 
�� ��W 
��  �　　　　よって　　W ��，�，
�

�

　��[��S�であるから　　[ �，
S

�
，S，

�

�
S

���　 �VLQ ��� 
�� FRV���

�
， �VLQ ��� 

�� FRV���

�
， �VLQ ��� 

�� FRV����

�
，

　　 �VLQ ��� 
�� FRV����

�

　であるから，����で�K ����とすると

　　 �VLQ ���� �VLQ ���� �VLQ ���� �VLQ ���

　 ��
�

� �FRV����FRV����FRV���� 
�FRV����

　 ��
�

� �]�
�

]
� �] �

�
�]
� �] �

�
�]
� �] ��

�
�]

　ここで， �]  FRV�����LVLQ���� ��であるから，N �，�，�，��に対し

　　
�
N]
 �N]  �] ･

�N]  �� N]

　が成り立つので

　　 �VLQ ����
�VLQ ����

�VLQ ����
�VLQ ��� ��

�

� �
]� �] � �] � �] � �] � �] � �] 
� �]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� ��
�

�
･
]� 
�� �]

�� ]
 ��

�

�
･
�] �]

�� ]

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� ��
�

�
･
�] �

�� ]
 ��

�

�
 
�

�

８

S　���　D FRV
S

�
�LVLQ

S

�

　　　���　 �S  
N� 
�� N

��
， �S  

���� �N �N

��
， �S  

�N �
� 
�� N

���

　　　���　P��O�が���の倍数　　���　 QS  
�

� �� ��
�Q �

� ��
�

�

 解説

���　D FRV
S

�
�LVLQ

S

�

���　 �D  FRVS�LVLQS ��， �D  FRV�S�LVLQ�S ��であり，自然数�P�に対して，

　次のことが成り立つ。

　　　　　　 PD �が実数 P�が���の倍数　……�①

　 �Z  �] �] �は�
�D ， �D ， �D �のいずれかであり， �Z �が実数となるのは， �Z  �D �となる場

　合である。

　 �Z  �D �となるのは，��回の試行で�N�以下の目が���回，N�より大きい目が���回出る場合

　であるから　　 �S  ��& � �
N

� � �
�� N

�
 

N� 
�� N

��

　 �Z  �] �] �] �は�
�D ， �D ， �D ， �D �のいずれかであり， �Z �が実数となるのは，

　 �Z  �D ， �D �となる場合である。

　 �Z  �D ， �D �となるのは，��回の試行で���回とも�N�以下の目が出る場合，または���回と

　も�N�より大きい目が出る場合であるから

　　　　 �S  
�

� �
N

�
�

�

� �
�� N

�
 

��N �
� 
�� N
��

 
���� ･･�

�� N ･･� �
�N

��

　　　　　 
���� �N �N

��

　 �Z  �] �] �] �] �は�
�D ， �D ， �D ， �D ， �D �のいずれかであり， �Z �が実数となるのは，

　 �Z  �D �となる場合である。

　 �Z  �D �となるのは，��回の試行で�N�以下の目が���回，N�より大きい目が���回出る場合

　であるから　　 �S  ��&
�

� �
N

�

�

� �
�� N

�
 

�N �
� 
�� N

���

���　N�以下の目が�P�回，N�より大きい目が�O�回出たとき

　　　　　　　　 QZ  PD ･
O

� 

�D  �P �OD

　①�から， QZ �が実数であるための条件は，P��O�が���の倍数であることである。

���　 �Q �Z �が実数となる確率が� �Q �S �である。

　 QZ �は�D�の累乗で表され， �D  ��であるから， QZ �は��，D， �D ， �D ��� 
�� ， �D ， �D �の

　いずれかである。

　>�@　 QZ  ���のとき

　　 �Q �Z �は��D，� �D �のいずれかであるから， �Q �Z �は実数にならない。

　>�@　 QZ  D， �D ， �D ， �D �のとき

　　推移図を考えると，次のようになる。

QZ �Q �Z

D

�D

�D  ��

�

�

�

�

QZ �Q �Z

�D

�D  ��

�D

�

�

�

�

QZ �Q �Z

�D

�D

�D  �

�

�

�

�

QZ �Q �Z

�D

�D  �

�D  D

�

�

�

�

　　いずれの場合も，Q���回目の試行で� �Q �Z �が実数となる確率は　　
�

�

　　また， QZ  D， �D ， �D ， �D �となる確率は， QZ �が実数でない確率であるから

　　　　　　　　　　　�� QS

　　よって， �Q �Z �が実数となる確率は　　
�

� �
� 
� QS

　>�@，>�@�から　　 �Q �S  
�

� �
� 
� QS

　したがって　　� �Q �S  �
�

� QS �
�

�

　この式を変形すると　　 �Q �S �
�

�
 �

�

� � QS ��
�

�

　よって，数列�� QS ��
�

�
�は公比��

�

�
�の等比数列である。

　その初項は　　 �S �
�

�
 �

�

�

　ゆえに　　　　 QS �
�

�
 �

�

�

�Q �

� ��
�

�
　　　　すなわち　　 QS  

�

� �� ��
�Q �

� ��
�

�

９

S　���　略　　���　略

 解説

���　 �����] �] …… Q] ��
�

�] � �
�] �…… 
� �

Q]

　 � �] � �] �…… 
� Q] � �] � �] �…… 
� Q] �� �] �] � �] �] �…… 
� Q] Q]

　 
 S �

Q

&
 T �

�S �

& � 
�S] T] S] T] 　……�①

　ここで，DUJ  N] ND ， N]  NU �とすると

　　 S] T] � S] T]
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　 SU �FRV SD 
�LVLQ SD TU �FRV TD 
�LVLQ TD � SU �FRV SD 
�LVLQ SD TU �FRV TD 
�LVLQ TD

　 SU TU ��FRV SD FRV TD 
��VLQ SD VLQ TD  � SU TU FRV � 
�SD TD

　ここで，��� SD ����，��� TD �����から　����� SD � TD ����

　よって　FRV � 
�SD TD ��

　ゆえに　 S] T] � S] T] ��

　よって，
 S �

Q

&
 T �

�S �

& � 
�S] T] S] T] ���であるから，①�より

　　 �����] �] …… Q] �� 
�����]
�

�] ……
�

Q] ��

　すなわち

　　 �
�] � �

�] �……�
�

Q] � �����] �] …… Q]

���　��� NK �����であるから， N]  FRV NK �LVLQ NK �とおいて�����が利用できる．

　条件から

　　 �����] �] …… Q]

　 _FRV �K �FRV �K �……�FRV QK �L�VLQ �K �VLQ �K �…… 
�VLQ QK
�_

　 �
� 
���FRV �K FRV �K …… FRV QK � �

� 
���VLQ �K VLQ �K …… VLQ QK

　 �� �
� 
���VLQ �K VLQ �K …… VLQ QK

　また　 �
�] � �

�] �……�
�

Q]  �� � �� �……�
��  Q

　よって，����から　Q��� �
� 
���VLQ �K VLQ �K …… VLQ QK

　すなわち　Q��� �
� 
���VLQ �K VLQ �K …… VLQ QK

　��� NK �����であるから　VLQ NK ��

　よって　( �Q � �VLQ �K �VLQ �K �……�VLQ QK

10

S　略

 解説

条件��E��から　　 �Q �] � Q]  �FRVK � 
�LVLQK � � Q] 
� �Q �]

よって，  �FRVK � LVLQK � D �とおくと，数列�� �Q �] �� Q] ��Q����は初項� �] � �]  D，

公比�D�の等比数列であるから　　 �Q �] � Q]  
QDD ���Q���

よって， �Q ��のとき　　  Q]  ��]
 N �

�Q �

&
NDD

 N �

�Q �

&
NDD

���K ������より， 
D ��であるから　　  Q]
D� 
�� QD

�� D
　……�①

ゆえに，  Q] �] �となる�Q��Q 
�� �が存在するとき，D
�であるから，①�より

　　　　　 QD  �　　　　よって　　  �FRV � 
QK � LVLQ � 
QK � �

ゆえに　　  QK ���N　�N�は整数�

よって，  K
���N

Q
�であるから，K�は有理数である。

逆に，K�が有理数のとき，  K
T

S
���S�は自然数，T�は整数��と表される。

このとき　　  ���SK ���T

 Q ���S�とすると，Q�は自然数であり

　　　　  �FRV � 
QK � LVLQ � 
QK �  �FRV � 
���T � LVLQ � 
���T � �

ゆえに， Q
� 
�FRVK � LVLQK �  ��すなわち� QD  ��であるから，①�より　　 Q]  �

すなわち，  Q] �] �となる�Q�が存在する。

以上により，題意は示された。

11

[�

�\

�2��

�
�

�

S　�図�　境界線を含まない

 解説

　　$% ]��

　　%& �] �]  ] ]��

　　$& �] ��  ]�� ]��

$，%，&�が鋭角三角形をなすならば，$%，%&，$&�はいずれも���でないから

　　]
�，��　……�①

このもとで， ]�� 
��より�△$%&�は���辺の長さが

　　D �，E ] ，F ]��

の三角形�7�と相似である。

よって，△$%&�が鋭角三角形であることは，三角形�7�が鋭角三角形であることと同値

で，その条件は

　　"
!��D �E �F ���……�②

!��E �F �D ���……�③

!��F �D �E ���……�④

②�から

　　�� �] ! ��] �

　　�� �] ! �] �]� ]��

　　]� ]��　……�②�

③�から

　　 �] � ��] � !�

　　� �] �]� ]!�

　　�] ��
�

� � ��]
�

�
!
�

�

　　
�

�]
�

�
!
�

�

ゆえに　　 ]�
�

�
!
�

�
　……�③�

[�

�\

�2��

�
�

�

④�から

　　 ��] � ��! �]

　　 �] �]� ]����! �]

　　]� ]!��　……�④�

] [�\L ��[，\�は実数��とおくと，②�，④��から

　　���[��　……�⑤

③�，⑤�がともに成り立つならば，①�も成り立つ。

よって，]�の存在範囲は右の図の斜線部分である。境界

線上の点を含まない。

[�

�\

�� �

$

&

%

&�

$ �

% �

U　複素数�]�は�①�を満たすから，$�� 
� ，%�� 
] ，

　&�� 

�] �を実軸方向に���だけ平行移動して�

�

�] �
�倍

　し，原点を中心に��DUJ � 
�] � �回転し，さらに実軸

　方向����だけ平行移動させると，$，%，&�はそれぞ

　れ�$ ��� 
�� ，% ��� 
� ，&��� 
] �に移る。

　このとき，$ �，% ��は定点で，&��� 
] �のみ動く。

　△$%&4△$ �% �&��であるから，�$%&�が鋭角三角

　形であることと△$�% �&��が鋭角三角形であることは

[�

�\

$� % �

&�
&�

&�

　同値である。

　　�$ �% �&��が直角または鈍角� �[��

　　�% �&�$��が直角または鈍角� � ]�
�

�
�
�

�

　　�&�$ �% ��が直角または鈍角� �[���

　であるから，鋭角三角形になるための�]�の存在範囲は

　解答の図のようになる。
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S　略

 解説

���

D

�
�

D

[

\

2

E

&�が��，���を通るから，&�の中心は虚軸上にある．

よって，中心を表す複素数を�EL���E�は実数��とおく．

&�の半径の���乗は　 ��� EL  �� �E

ここで　 ��D EL  �D 
�EL � 
�D EL  �D 
�EL �D 
�EL

　　　　��　　　 �D ��D 
�D EL� �E

これが半径の���乗に等しいから

　　　　　 �D ��D 
� D EL� �E  �� �E

すなわち　�D 
� D EL �� �D 　……�①

また　
�

��
�

D
EL  ��

�

D ��EL � ���
�

D
EL  ��

�

D ��EL ��
�

D ��EL

　　　　　　　　　 
�
�D
��
�

D ��
�

D
EL� �E  

�
�D
�
�D D
�D

EL� �E

①�から　
�

��
�

D
EL  

�
�D
�
�� �D

�D
� �E  �� �E

これは半径の���乗に等しい．

ゆえに，&�は��
�

D
�も通る．

��

�
�

D

2

�

D

T　 D  U�とおくと　�
�

D
 �

D

DD
 �

�
�U
D

よって，��点�D，�，�
�

D
�はこの順に一直線上にある．

ここで　 D � �
�

D
 U･

�

D
 U･

�

U
 �

また　��� �

よって，��点�D，�
�

D
，�，���と点�2�について，方べ
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きの定理の逆により，�，��，D，�
�

D
�は同一円周上にある．

13

S　���　E，F�は������
�

� �� (�
�

L ]，����
�

� �� (�
�

L ]

　　　���　DUJD 
S

�
，DUJE 

�

�
S，DUJF 

��

�
S

 解説

���　△$%&�の重心を�*�とする。△$%&�は正三角形であるから重心�*�は外心でもある。

　*�を表す複素数は�
��D E F

�
���すなわち����

　よって，%�または�&�は点�*�を中心として点�$�を�
�

�
S�または��

�

�
S�だけ回転させた点

　である。

　ゆえに，E，F�は　　����FRV� ��
�

�
S ��L�VLQ� ��

�

�
S � ��D 
���

　すなわち　　����
�

� �� (�
�

L ]，����
�

� �� (�
�

L ]

���　正三角形�$%&�の���辺の長さが�(� �であることから　　$* �

　すなわち　　 �]�  �

　一方，����から　D�E�F ��� 
�]� ����] 
� �] �  �� �]

　よって　 ��� �] �  ����かつ������ 
� �] �の虚部� !�

　] FRVK�L�VLQK �とおくと　　�� �]  ��� 
�FRV�K � �L�VLQ�K

　 ��� �] �  ��から　 �� �� �] �  �

　よって　 �
� 
� �� FRV�K � � �VLQ �K �

　すなわち　FRV�K �
�

�

　このとき　VLQ�K (�
�

　����� 
� �] �の虚部� �!��から�

　したがって　�� �]  FRV� ��
�

�
S �NS �L�VLQ� ��

�

�
S �NS �����N�は整数��

　�K 
�

�
S��NS��から　K 

�

�
S�

�

�
NS

　��K��S��とすると　K DUJ] 
�

�
S，
�

�
S，
��

�
S

　このとき，円周角の定理により　　DUJ � 
� �� ]�  
S

�
，
�

�
S，
��

�
S

　題意により，これらが�DUJD，DUJE，DUJF �であるから，条件より

　　　　　　DUJD 
S

�
，DUJE 

�

�
S，DUJF 

��

�
S

14

S　���　中心は点�
�

�
，半径は� (

�

�
　　���　略

 解説

���　 �D  �， �D  L， �Q �D  �Q �D � QD �から　　 �D  ��L， �D  ���L

　ゆえに　 �E  L， �E  
�� L

L
 ��L， �E  

�� �L

�� L
 � 
�� �L � 
�� L

�
 
�

�
�
�

�
L

　DUJ
��E �E

��E �E
 DUJ

��
�

�

�

�
L

��
�

�

�

�
L

 DUJL 
S

�

　よって，円�&�は���点�L，��L �を直径の両端とする円である。

　したがって，中心は��
�L � 
�� L

�
 
�

�
，半径は�

�

�
�L   ) �

�

� �
�

�
�

� 
�� (�
�
�とな

　る。

���　 QE �
�

�
 (�
�
�……��$��であることを数学的帰納法で証明する。

　>�@　Q ��のとき

　　����から，�$��は成り立つ。

　>�@　Q N�のとき

　　 NE �
�

�
 (�
�
�が成り立つと仮定する。

　　 �N �D  �N �D � ND �から　
�N �D

�N �D
 ��

ND

�N �D

　　ゆえに　 �N �E  ��
�

NE
　　よって　 NE  

�

��N �E �

　　 NE �
�

�
 (�
�
��であるから　　

�

��N �E �
�
�

�
 (�
�

　　ゆえに　
�� �N �E

��N �E �
 (�

　　よって　 �N �E ��  (� �N �E ��

　　したがって　 ���N �E �  � ���N �E �

　　　　　　� �N �E 
�� � �N �E 
��  �� �N �E 
�� � �N �E 
��

　　　　　　� �N �E �N �E �� �N �E �� �N �E  �

　　　　　　�� �N �E 
�� �� �N �E 
��  �

　　　　　　 ��� �N �E �  �

　　よって　 � �N �E ��  (�

　　ゆえに　 �N �E �
�

�
 (�
�

　　よって，Q N���のときも��$��が成り立つ。

　>�@，>�@�から，すべての自然数�Q�について， QE �
�

�
 (�
�
�となり， QE �は円�&�上にあ

　る。
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